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44. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY

Megyei fordulé - 2015. aprilis 11.

HETEDIK OSZTALY - Javitasi utmutaté

1. Ki lehet-e tolteni a kovetkezo tablazat mezoit pozitiv egész szamokkal gy, hogy minden sorban
és minden oszlopban a szamok szorzata egyenl6 legyen?
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1. megoldas
Tegyiik fel, hogy 1étezik helyes kitoltés. Legyen a kézépso oszlop elso eleme x, a masodik y.
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2 pont)
2 pont)
2 pont)
1 pont)
Osszesen: 7 pont

Mivel a k6zépsé sor és a kozéps6 oszlop szorzata megegyezik, igy 3-y- 14 =x -y -35. (
Mivel y > 0, ezért ebbdl 3 - 14 = x - 35 kovetkezik. (
Mivel = egész, a jobb oldal oszthaté 5-tel, a bal oldal viszont nem, ez ellentmondas.  (
Tehat nem lehet a tablazatot megfelelen kitolteni. (
2. megoldas

A szorzatok egyenldségébol kovetkezik, hogy a szorzatok primfelbontasaban az 5 kitevoje meg-
egyezik. (1 pont)
Legyen a k6zéps6 sor kozéps6 mezojében 1évé szam primfelbontasdban az 5 kitevGje n. A kozépsé
sor szélsé szamai nem oszthaték 5-tel, igy ennek a sornak a szorzatdban az 5 kitevéje n. (2 pont)
A koOzéps6 oszlopban a 35 oszthaté 5-tel, igy ennek az oszlopnak a szorzatdban az 5 kitevdje

legaldbb n + 1. (2 pont)
Tehat a kozépso sor és a kozépsod oszlop szorzatdban az 5 kitevéje kiilonbozo, igy a szorzatok
nem lehetnek egyenlok. (1 pont)
Tehat nem lehetséges a tablazatot megfeleléen kitolteni. (1 pont)

Osszesen: 7 pont
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3. megoldas
Mivel a szamok kozott szerepel 5H-tel oszthatd, barmely sor vagy oszlop szorzatanak oszthatonak

kell lennie 5-tel. (1 pont)
Mivel a kozépso sor megadott szamai 5-tel nem oszthatok, ezért a kozépsének 5H-tel oszthatonak
kell lennie. (1 pont)
Ekkor a kozépso oszlop szorzataban ez a szam, és a 35 is szerepel, ezért a szorzat 25-tel is oszt-
hato. (1 pont)
Emiatt viszont a kozépso sor szorzata is 25-tel oszthato, tehat a kozépso szam is 25-tel oszthato.

(1 pont)
fgy viszont a kozépsé oszlop szorzata mar 125-tel is oszthato lesz. (1 pont)
Ezt folytatva adodik, hogy a kozépso szamnak az 5 tetszolegesen nagy hatvanyéaval oszhatonak
kell lennie. (1 pont)
Mivel csak pozitiv egészeket irhatunk a mezokbe, nincs megfelel6 kozépso szam, igy a kitoltés
nem lehetséges. (1 pont)

Osszesen: 7 pont

2. Van 6 darab, egyforma, L-alaki mtianyag lapunk, amelyek 3 egységnégyzetbdl vannak osszedllitva:
.
Mind a 6 mtanyag lap felhasznédlasaval épitiink egybefliggd sikbeli alakzatokat gy, hogy csak tel-
jes négyzetoldal mentén szabad illeszteni a lapokat egymashoz, és nem lehet a lapokat egymaésra
helyezni.
Lehet-e a kapott alakzat keriilete:

(a) 187

(b) 257

(c) 287

(d) 387

(e) 407
Ha igen, akkor mutass példat a megfelel6 kertiletli alakzatra! Ha nem, akkor bizonyitsd be, hogy
nem lehet!
Megoldas

Az (a), (c), (d) kérdések esetén elérheté a megadott keriilet, példaul az alabbi alakzatok esetén:

(a) () ()
K=18 K=28 K=38

R T

A fentiektél kiillonbozé helyes megoldéasok is egy-egy pontot érnek. (3 x 1 = 3 pont)
Egy lap keriilete 8 egység, igy a 6 darab Gsszkertilete 6 - 8 = 48 egység. Az Osszeillesztett alakzat
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keriiletébe az érintkez6 négyzetoldalak nem szamitanak bele, ez Osszesen paros egységnyivel
csokkenti a kertiletet. fgy a keriilet mértéke csak paros lehet, nem lehet 25 egység. A (b) kérdésre
a vélasz igy nemleges. (2 pont)
Mivel az alakzat egybefiiggod, legalabb 5 lap-pér érintkezik egymassal négyzetoldalban. Minden
ilyen érintkezés legalabb 2 egységnyivel csokkenti a kertiletet, igy az legfeljebb 48 — 2.5 = 38
egységnyi lehet. Tehét a kertilet nem lehet 40 egység, igy a (d) kérdésre is nemleges a vélasz.
(2 pont)
Osszesen: 7 pont
Megjegyzés.
Az (a), (c), (d) kérdések esetén akkor és csak akkor jar 1-1 pont, ha van helyes konstrukcio.
A (b) és (d) esetekben sem jar pont dnmagédban a valaszért, itt az indoklds kidolgozottsagatdl
fiiggden adhatunk esetenként 1 vagy 2 pontot.

3. 8 pozitiv egész szam szorzata 500-ra végzodik. Hany paros szam lehet a 8 kozott? Minden altalad
lehetségesnek gondolt darabszamra mutass példat! Bizonyitsd, hogy mas lehetoség nincs!

Megoldas

Egy tizes szamrendszerben felirt szam pontosan akkor oszthato 4-gyel, ha az utolso két jegyébol
alkotott kétjegyli szdm oszthaté 4-gyel. Mivel a 00 oszthatd 4-gyel, ebbdl kovetkezik, hogy a
szorzat oszthatd 4-gyel. (1 pont)
Egy tizes szamrendszerben felirt szam pontosan akkor oszthato 8-cal, ha az utolsé harom jegyébol
alkotott kétjegyli szam oszthaté 8-cal. Az 500 nem oszthaté 8-cal, tehat a szorzat sem oszthato

8-cal. (1 pont)
Tehat a szorzat primtényezos felbontasaban a 2-es a masodik hatvanyon szerepel, azaz legalabb
egy és legfeljebb két paros szam van a 8 kozott. (1 pont)

Ha csak egy szamban szerepel 2-es primtényezo, akkor az illeté szam oszthatd 4-gyel, de mar
8-cal nem, a t6bbi pedig mind pératlan. Erre egy lehetséges példa: 500, 1,1, 1,1, 1, 1, 1. (2 pont)
Ha a 2-es primtényezo két szamban is szerepel, akkor a 8 szdm koziil ketto paros, de mar 4-gyel
nem oszthaté, a tobbi pedig mind paratlan. Erre példa: 250, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1. (2 pont)
Osszesen: 7 pont
Megjegyzés.
Egy jo példa indoklas nélkiil esetenként: 1-1 pont.
Ugyanarra az esetre adott tobb példéért nem jar tobb pont.
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4. ABCDEF egy konvex hatszog a sikban. Tudjuk, hogy az ABDE és a BCEF négyszogek
paralelogrammak. Bizonyitsd be, hogy CDF A négyszog is paralelogrammal

Megoldas
Készitsiink a feltételeket kielégito abrat:
E D
C
F
A B
(1 pont)
Mivel ABDFE paralelogramma, igy AD és BE kolcsonosen felezik egymaést. (1 pont)
Hasonléan, mivel BC'E'F' is paralelogramma, igy BE és C'F' szintén kolesonosen felezik egymast.
(1 pont)
Ezek szerint a BE szakaszt mind AD, mind C'F felezi, igy a felezGpont egyértelmiisége miatt
egyméast BE felezOpontjaban metszik (mondjuk M-ben). (2 pont)
E D
C
M
F
A B
S6t, mivel BE mindkett6t felezte, igy az M pont mind A D-nek, mind pedig C'F-nek felez6pontja.
(1 pont)
Azaz AD és C'F egymast kolcsonosen felezik, és mivel nem esnek egy egyenesre, ez éppen azt
jelenti, hogy AF DC paralelogramma. (1 pont)

Osszesen: 7 pont
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5. Egy nagy asztalra piros (P) és kék (K) korongokat pakolunk. Az elsé sorba 100 darabot he-
lyeziink el. Ezt kovetoen az elsé sor ald két-két korong kozé egy-egy tjabbat tesziink, mégpedig
ugy, hogy két egyforma ala pirosat, két kiilonbozo ald kéket rakunk. Majd ugyanezt a szabalyt
mindig egy-egy sorral lejjebb alkalmazva tesziink korongokat a harmadik, negyedik, ..., végiil a
szézadik sorba (ide mar csak egyetlen korong keriil).

Igaz-e, hogy ha az els6 sorban van kék korong, akkor osszesen legalabb 100 kék korong lesz az
asztalon?

1. megoldas
Ha egy sorban van kék korong, akkor az oOsszes felette levoben is van. Ez azért igaz, mert kék

korongot akkor helyeziink le, ha felette egy kék és egy piros volt szomszédos. (1 pont)
Ha az utols6 sor egyetlen korongja kék, akkor a fentiek miatt mind a 100 sorban van legalabb
egy-egy. lgy van Osszesen legalabb 100 kék korong. (1 pont)

Ha a legalsé sorban piros korong van, akkor vegyiik az a sort, amelyik a kék korongokat tar-
talmazo sorok koziil a legalacsonyabban van. Mivel alatta csupa piros korong van, igy ebben a
sorban minden korong egyforma szinii, tehat mindegyik kék. (1 pont)
Legyen ebben a sorban k darab kék korong. Mivel minden sorban eggyel kevesebb korong van,
mint az el6z6ben, igy efelett még 100 — k darab sor van. (2 pont)
Ezek mindegyikében van legaldbb egy-egy kék korong az els6 megéllapitasunk szerint, ez legalabb
100 — k darab. (1 pont)
Igy Gsszesen legalabb k + (100 — k) = 100 darab kék korong, tehét az allitds igaz. (1 pont)

Osszesen: 7 pont

2. megoldas

Ha egy sorban van kék korong, akkor az oOsszes felette 1évé sorban is van. Ez azért igaz, mert
kék korongot akkor helyeziink le, ha felette egy kék és egy piros volt szomszédos. (1 pont)
A kirakas utdn egyértelmiien létezik egy olyan sor, amelyben még van kék korong, de alatta mar
nincs. Ha ez az n-edik sor, akkor a felette 1évo n — 1 sor mindegyikében van legalabb egy-egy

kék korong, ami legaldbb n — 1 kék korong. ) (1 pont)
Ha az n-edik sor alatt még vannak korongok, azok mind pirosak. Igy az n-edik sorban nem lehet
egymas mellett piros és kék korong, hiszen alajuk kék keriilne. (1 pont)

Mivel kék korong van ebben a sorban, és kék mellett nem lehet piros, igy mindegyik kék. (1 pont)
Mivel az els6 sorban 100 korong van, és minden sorban eggyel kevesebb, mint az eléz6ben, igy

az n-edik sorban 101 — n darab korong van, amelyek mindegyike kék. (2 pont)
lgy Osszesen legaldbb (n — 1) + (101 — n) = 100 darab kék korongot raktunk ki, tehat az &llitéds
igaz. (1 pont)

Osszesen: 7 pont
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