TUDOMANYOS ISMERETTERJESZTO TARSULAT

1088 Budapest VIII., Brédy Séandor u. 16.
Postacim: 1431 Budapest, Pf. 176
E-mail: titnet@webinform.hu; Honlap: www.titnet.hu

Telefon: 327-8900 Fax: 327-8901

Kalmar Lészlé (matematikus)

44. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY

Megyei fordulé - 2015. aprilis 11.

NYOLCADIK OSZTALY - Javitasi ttmutaté

1. Egy 10 x 10-es négyzetracs minden kis négyzete fehérre vagy feketére van szinezve. Egy 1épésben
egy sor vagy oszlop minden kis négyzetének szinét megvaltoztathatjuk az ellenkezojére. Bi-
zonyitsd be, hogy a kiindulo allastol fiiggetleniil elérhet6 ilyen 1épésekkel az, hogy legalabb 10-zel
tobb négyzet legyen fekete, mint fehér!

Megoldas
Az els6 oszlop minden kis négyzete feketére valtoztathatd: haladjunk rajta végig a mezokon
egyesével, és ahol fehér négyzet szerepel, annak a sorat valtoztassuk meg. fgy tehat az elso osz-
lop minden mezdje feketévé valik. (2 pont)
Ezutan vizsgaljuk meg a maradék kilenc oszlopot kiilon-kiilon. Ahol a fekete mezék nincsenek
kisebbségben, ne valtoztassunk, ahol viszont kisebbségben vannak, valtoztassuk meg az oszlopot.
(4 pont)
Az eredményiil kapott tabldzatban az elsé oszlop fekete, a tobbi oszlopban legalabb annyi a
fekete, mint a fehér mezo, igy a fekete mezok legalabb tizzel tobben vannak, mint a fehér mezdk.
(1 pont)
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés.
Annak bizonyitasa, hogy elérhet6 az, hogy a tablazatban legalabb annyi fekete mez6 legyen,
mint fehér: 1 pont.

Ha mar az els6 oszlopot feketére valtoztattuk, a megoldast a kovetkezoképpen is folytathatjuk:
az elso oszlopot elhagyjuk, és megnézziik, hogy a maradék 9 x 10-es tablazatban kisebbséghen
vannak-e a feketék. Ha nincsenek, nem csindlunk semmit. Ha viszont kisebbségben vannak a
feketék a tablazatban, akkor mind a 9 oszlopban végrehajtjuk a valtoztatast. fgy az egész 9 x 10-
es rész az ellenkezGjére véltozott, vagyis most mar tébbségben vannak benne a fekete mezok.
Innen a befejezés ugyanaz, mint az eredeti megoldasban.

2. Jend idén februarban a varosban sétalgatott, amikor egy figyelemre mélté épiileten meglatott
egy ismertetd tablat. A tablan sok érdekesség volt olvashatd az épiiletrdl, tobbek kozott az is,
hogy mikor épitették. Kicsit elgondolkozott, majd megallapitotta, hogy 2015-0t kovetden lesz
egy olyan év, amikor az aktudlis évszam éppen a négyzete annak a szamnak, ahany éves az
épiilet abban az évben. 2015-ben az épiilet épitésének hanyadik évforduldjat tinneplik?
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Megoldas

Tegyiik fel, hogy n éves lesz az épiilet majd a jovében, amikor az akkori év értéke éppen n?.
(1 pont)

Mivel jov6 idérsl beszéliink, igy n? > 2015. Innen azt kapjuk, hogy n > 45, hiszen

44? = 1936 < 2015, 45% = 2025 > 2015. (2 pont)

M4ésrészt a miltban épiilt, azaz n* —n = n(n — 1) < 2015. (1 pont)

Mivel 45 - 44 = 1980 < 2015, 46 - 45 = 2070 > 2015, és az n(n — 1) szorzat értéke n novelésével

no, igy n < 45. (2 pont)

Az eddigieket Osszevetve az n egyetlen lehetséges értéke 45. Ezek szerint az épiilet 1980-ban
épult, ami azt jelenti, hogy 2015-ben épitésének 35. éviorduldjat tinnepli az éptilet. (1 pont)
Osszesen: 7 pont

Megjegyzések.

A helyes eredmény (35) kozlése: 1 pont.

A helyes eredmény ellenorzése: 1 pont.
3. R4 lehet-e irni egy kocka nyolc csticsara a 0,1,2,...,12 szdmok kozil nyolcat gy, hogy minden

él két végpontjaban a szdmok Gsszege oszthaté legyen harommal? (Minden szdamot legfeljebb
egyszer hasznalhatunk fel.)

Megoldas
Egy lehetséges megoldas:

10— 11

7 pont

Megjegyzés.
Egy megoldas keresése soran a kovetkezo észrevételekkel részpontszamok szerezhetok:
Ha valamelyik csicsra 3-mal oszthaté szamot {runk, akkor minden vele élszomszédos csicson is

3-mal oszthaté szamnak kell allnia: 1 pont.
Ha valamelyik csticsra 3-mal osztva 1, illetve 2 maradékot add szamot irunk, akkor minden vele
élszomszédos csucsra 3-mal osztva 2, illetve 1 maradékot ad6 szamot kell irnunk: 1 pont.

Mivel barmely cstcstél barmely csicsig el lehet jutni az éleken lépdelve, ezért vagy minden
csucsra 3-mal oszthato szamot irunk, vagy egyikre sem irunk harommal oszthaté szamot: 1 pont.
Mivel 0-tél 12-ig 5 db 3-mal oszthaté szém van (0, 3, 6, 9, 12), igy a feliratozds harommal oszt-
haté szamokkal nem végezheto el: 1 pont.
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4. Egy téglalap alaki papirlap két oldala 1 és v/2 egység. A papirlap egyik sarkat behajtjuk (egyenes
hajtaséllel) igy, hogy a hajtasél az egyik csiicsbdl indul, és a csticsot nem tartalmazé révidebbik
oldalt metszi, valamint a behajtott csics éppen a hosszabb oldalra esik. Milyen messze van a
hajtdsél (csucstol kiillonbozb) végpontja a legkozelebbi csicstol?

Megoldas
Rajzoljunk &brat a feladat szovege alapjan. (1 pont)
D F c
E
V2
A 1 B
A hajtds miatt AD = AE = /2. (1 pont)

Ekkor ABE egy olyan derékszogli haromszog, melynek egyik befogdja 1, atfogdja pedig v/2. A
Pitagorasz-tétel miatt igy BE = 1. (A négyzet 4tlojdnak hosszara is hivatkozhatunk.) (1 pont)
lgy ABE egyenld szérd is egyben, ami azt jelenti, hogy az E-nél 16v6 szoge 45°-0s. (1 pont)
Masrészt a hajtas miatt az AEF< derékszog, s igy a FEC< szintén 45°-o0s, azaz az FEC

haromszog egyenld szaru derékszogii haromszog. (1 pont)
CE=BC - BE =+v2-1. (1 pont)
A fentiekbél kovetkezik, hogy CF = CE = v/2 — 1, vagyis a feladat kérdésére a valasz v/2 — 1.
(1 pont)
Osszesen: 7 pont
Megjegyzés.
Ha valaki a O'F tavolsag helyett csak a DF szakasz hosszat (2 — v/2) adja meg, akkor 1 pontot
veszitsen.

5. Egy a, sorozat tagjair6l tudjuk, hogy minden pozitiv egész n esetén
Aop = Ap és Aon+1 = Qp + a,

tovabba aqgpp = 6. Mennyi aqgq5 értéke?

1. megoldas
Nézziik meg, mit derithetiink ki abbdl, hogy aq9p9 = 6:

6 = a1000 = G500 = Q250 = Q125 = Qg2 + A1 = Az + a1 = ai5 + 2ay = ay + 3a; = az + 4a; = 6ay,

vagyis a; = 1. (4 pont)
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Ezt felhaszndlva:

a015 = Q1007 + A1 = as03 + 201 = ags1 + a1 = aj25 + 4a; = a0 + 4a; = 10a; = 10,

azaz ao015 értéke 10. ) (3 pont)
Osszesen: 7 pont

2. megoldas
Vegyiik észre, hogy ha b, azt jeloli, hogy hany egyes van az n szam kettes szamrendszerbeli
alakjaban, akkor b, is teljesiti a feladatban szerepld feltételt: by, = b, és bayi 1 = b, + by.

(2 pont)
Vegyiik észre azt is, hogy biggo = 6. (1 pont)
Mivel a sorozat 1000. tagja és a képzési szabdly egyértelmiien meghatdrozza a sorozat minden
tagjét, ezért ai1000 = blOOO alapjén a, = bn- (2 pOHt)
Igy az015 = boaors = 10 (hiszen 2015=1024+512+256+128+64+16-+8+4+2+1). (1 pont)

Osszesen: 7 pont
Megjegyzés.
A fenti mésodik megoldas akkor lenne teljesen pontos, ha bebizonyitanank, hogy a képzési
szabalyt kielégito sorozatok egy konstans szorzé erejéig egyértelmiiek. Ezt a versenyzoktol nem
varjuk el.
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