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47. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY
Megyei fordulé
NYOLCADIK OSZTALY

JAVITASI UTMUTATO

1. Hany kiilonb6z6 modon lehet felirni az 1024-et két pozitiv négyzetszam Osszegeként? (Az Gssze-
adés sorrendje nem szamit.)

Megoldas

Az 1024 nem irhato fel két pozitiv négyzetszam osszegeként. (1 pont)
Az 1024 oszthato 4-gyel. Egy négyzetszam 4-es maradéka 0 vagy 1 lehet, ezért két négyzetszam
osszege csak ugy lehet néggyel oszthato, ha mind a ketts paros. (2 pont)
Legyen a két négyzetszam alapja 2a és 20, ekkor 1024 = (2a)? + (20)? = 4a® + 4b*. Az egyenlGség
mindkét oldalat le lehet osztani 4-gyel, igy a 256 = a? + b? egyenlethez jutunk. (2 pont)
Erre az egyenletre tjra elmondhato az eredeti gondolatmenet. Az a = 2¢ és b = 2d felirassal a
64 = c? + d? egyenlSséghez jutunk. (1 pont)
A fenti gondolatmenetet még haromszor elmondva két pozitiv négyzetszamhoz jutunk, melyek
Osszege 1, és ez nyilvan lehetetlen. (1 pont)

Osszesen: 7 pont

2. Az ABCDEF szabalyos hatszog (az abécé szomszédos betiii a hatszog szomszédos csicsait
jelolik) AC atlojanak felez6pontja G, C'E atlojanak felezépontja H, AD atlojanak felezépontja
I. Hanyadrésze az ABC H IG hatszog teriilete az ABC DEF hatszog teriiletének? (A szabélyos
hatszog minden oldala egyenls hosszti, és minden szoge egyenls nagysagu.)

1. megoldas
Az AC szakasz két részre bontja az ABCHIG hatszoget: az ABC haromszogre és a CHIG

négyszogre. (2 pont)
A hatszog szimmetridja miatt az ABC haromszoggel egybevagd a CDE és az EF A haromszog
is, (2 pont)
és ha az AFE szakasz felez6pontjat J jeloli, a CHIG négyszog egybevagd az AGIJ és az EJIH
négyszoggel. (2 pont)
Ezek alapjan a kérdezett arany 1/3. (1 pont)

Osszesen: 7 pont
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2. megoldas
Vegyiik észre, hogy ha a kérdéses hatszoget elforgatjuk az I pont koriil 120°-kal és 240°-kal, akkor
ezek és az eredeti hatszog hézagmentesen és atfedés nélkiil lefedi az ABC' D E'F hatszoget. (3 pont)
Indoklas: legyen J az AE atlo felez6pontja. Ekkor a 120°-os forgatasnél A képe C' |, B képe D, C
képe E, G képe H, mert AC képe CFE, és I képe I, tehat ABCHIG képe CDEJIH. (2 pont)
Hasonloan lathato, hogy ABCHIG hatszog 240°-os elforgatottja EFAGIJ, (1 pont)
tehat a kérdezett arany 1/3. (1 pont)
Osszesen: 7 pont

. Egy 10 x 100-as négyzetracs egy mezdjén egy futo all. A futo a sakk szabalyai szerint mozog atlos
irdnyban, a tabla szélén egy bilidrdgolyohoz hasonldéan visszapattan. Van-e olyan mezs, ahonnan
indulva a futé be tud jarni 500 mezét?

Megoldas
Szinezziik ki sakktablaszertien a tablat. Vilagos, hogy a fut6 végig azonos szinen mozog. Ha tehat
a futd az 500 mezdt jar be, akkor valamelyik szinbdl az Gsszes mez6t bejarja. (1 pont)

Tegyiik fel, hogy a bal als6 mez6 fekete. Ekkora a bal fels6 mez& fehér. Ha tehat a futé valamelyik
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szinbdl az Osszeset bejarja, akkor jarni fog a tabla egyik sarkidban. Az altalanossag rovasa nélkil

feltehets, hogy ez mondjuk a bal also. (1 pont)
Ha a fut6 valamelyik mez6bdl indulva eljut a bal alsé sarokba, akkor ezt az utat visszafelé ko-
vetve azt latjuk, hogy a bal alsé sarokbol is el lehet jutni ehhez a mez6hoz. (2 pont)
A bal als6é mez6bdl elindulva 100 mezét jar be a futd, mert a szazadikként érintett mezd éppen
a jobb felsé. (1 pont)
Az eddigieket Osszefoglalva, ha amig a futd eljut utja sordn a bal als6 sarokba, csak ezen 100
mezon jarhat, (1 pont)
és az utjat a bal alsé sarokbol folytatva szintén csak ezen a 100 mezén jarhat, ami bizonyitja,
hogy nem jarhat be a futé az utja soran 500 mezdt. (1 pont)

Osszesen: 7 pont

. Adott az ABC haromszog sikjaban, a haromszogon kiviil egy P pont. Mutassuk meg, hogy lehet
talalni olyan @) pontot az ABC' haromszog belsejében vagy kertiletén, amelyre AQ+ BQ+CQ <
AP + BP + CP.akkor

Megoldas

A haromszogon kiviil 16v6 P pont vagy a haromszog egyik szogének szogtartoméanyaba esik (a
haromszogon kiviil, de a szogtartoméany hatarat megengedve), vagy az egyik szoge csicsszogének
tartoményaba esik (a tartomény belsejébe). (1 pont)
Ha a haromszog egyik szogének tartomanyaba, mondjuk az A cstcsnél 16v6 szog tartoméanya-
va esik a P, kossiik Ossze A-t és P-t, és nézziik meg, hol metszi el ez a szakasz a BC ol-
dalt. Legyen ez a pont ). Vildgos, hogy AQ < AP, és a haromszog-egyenlGtlenség alapjan
BQ + CQ = BC < BP + CP (a P nem eshet a BC oldal egyenesére), igy ezeket Osszeadva
AQ + BQ+CQ < AP+ BP + CP. (3 pont)
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Ha a haromszog egyik szoge csucsszogének tartomanyaba esik P, essen mondjuk az A csiics csucs-
szogének tartomanyaba. Ekkor legyen () = A. Hosszabbitsuk meg a C'A szakaszt A-n til, és ez
messe a PB szakaszt a D pontban. A haromszog egyenlétlenség alapjan DB+ DA > BA = BQ,
azaz DB + DC = DB + DA+ AC > BQ + AC = BQ + CQ, és PD + PC > DC, vagyis
BP+CP =PD+ DB+ PC > DB+ DC > BQ + CQ, és igy kész vagyunk, mert AQ = 0.

(3 pont)

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. Egy masik lehetséges befejezés a mésodik esetben: mivel PAC <<+ PAB< > 180°,
igy legalabb az egyik tompaszog. Legyen mondjuk PAC< > 90°. Ekkor a PAC haromszoghen
az A cstuccesal szemkozti oldal lesz a leghosszabb, azaz PC > AC, a haromszog-egyenlGtlenség
alapjan pedig PA+ PB > AB, és ezek Osszeadaséval megkapjuk, hogy @ = A j6 véalasztas.

. Egy vizilabda-mérkézést izgalmasnak mondunk, ha a meccs soran egyik csapat sem vezetett
két golnal nagyobb kiilonbséggel. Egy alkalommal a Magyarorszag-Szerbia mérkézésen Osszesen
11 gol esett. Hanyféle sorrendben eshettek a golok, ha a meccs izgalmas volt? (Két sorrend
kiilonb6z6, ha van olyan sorszamu goél, amit nem ugyanaz a csapat szerzett az egyik sorrendben,
mint a masikban.)

1. megoldas

Tegyiik fel, hogy az elsé golt a magyar csapat dobta. A kovetkezs két gol utdn vagy a ma-
gyar csapat fog egy gollal vezetni, vagy a szerb, az el6bbire 2 lehetfség, az utébbira 1 lehet&ség
van. (2 pont)
A kévetkezs két golra is fennall ugyanez (vagy a forditottja, ha a szerb csapat atvette a vezetést),
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vagyis megint haromféle lehet ez a két gol. (2 pont)
Ez folytathato, és az Osszes olyan lejatszas izgalmas meccset fog eredményezni, ahol az elsé
gol tetszbleges, de az ezutan koévetkezs kétgodlos csoportokban az éppen vezeté csapat nem
duplazik, (2 pont)
tehat a lehetGségek szama 2-3-3-3-3 -3 = 486. (1 pont)

Osszesen: 7 pont

2. megoldas

El6szor nézziik azt az esetet, ha a jaték soran nem volt dontetlen allas. Ekkor valamelyik csapat
két gollal kezdett, aztan csak felvaltva johettek a golok, kiilénben lett volna dontetlen vagy a két
gollal kezdd csapat vezetett volna 3 gollal is, azaz igy csak kétféle eset lehetséges. (1 pont)
Ha a jaték soran egy dontetlen allas volt, az el6z6hoz hasonléan lathato, hogy a dontetlenig,
majd a dontetlen utan is kétféle lehetett a jaték lefolyasa. A dontetlen eredményt 6tféle médon
lehet megvalasztani, ez tehat dsszesen 20 eset. (2 pont)
Ha a jaték soran két dontetlen allas volt, ezt a két dontetlen allast 10-féle modon tudom kiva-
lasztani, majd a dontetlenek kozott, illetve az els§ dontetlenig és a masodik dontetlen utan is

kétféle lehetett a jaték lefolyédsa, ez tehat 80 eset. (2 pont)
Hasonloan lathato, hogy 3 dontetlennél 160 eset, 4 dontetlennél 160 eset, 5 dontetlennél pedig
64 eset van. A lehetéségek szama tehat 2 + 20 4 80 4 160 + 160 + 64 = 486. (2 pont)

Osszesen: 7 pont

3. megoldas

A koordinata-rendszerben jel6ljiikk be azokat a pontokat, melyek koordinatai a mérkszés folya-
méan el6fordulhattak mint részeredmények (ilyenek pl. a (0;0), (1;0), (0;1) stb. pontok). Minden
ponthoz irjuk oda, hogy hanyféleképpen kovetkezhetett be a neki megfelel§ részeredmény. A
kitoltési szabaly értelemszert, egy ponthoz irt érték megegyezik a téle balra és lefelé 1év6 szom-
szédjahoz irt értékek osszegével (ha csak egy szomszédja van, akkor azt az értéket irjuk hozza
is). Mivel a lehetséges végeredmények, a 6-5 és az 5-6, egyarant 243-féleképpen kovetkezhet be,
a végeredmény: 486.
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Osszesen: 7 pont

4. megoldas (vazlat)
Probaljuk azt megszamolni, hogy hany rossz eset van, vagyis amikor valamelyik csapat vezetett
a meccs soran legalabb 3 gollal.
Ha a meccs soran volt 3-0 az eredmény, ez 2° = 512 darab lehetdség: kivéilasztjuk, melyik csapat
dobott az elején 3 golt, a maradék nyolc gol pedig tetszileges. (1 pont)
Ha a meccs soréan 4-1 volt az els6 eredmény, amikor valamelyik csapat 3 gollal vezetett: az els6
5 goélra adodo 2 - (?) lehetGséghdl lejon 2 - 2: vagyis az elsé 5 golra 6 lehetGség van. A maradék 6
g0l tetszdleges, ez tehat 6 - 26 = 384 lehetdség. (1 pont)
Ha a meccs soran 5-2 volt az els6 eredmény, amikor valamelyik csapat 3 gollal vezetett: az elsG
7 gblra adodo 2 - (;) lehetGséghdl lejon 2 - (3) + 6 - 2: vagyis az els6 hét golra 18 lehetGség van.
A maradék 4 gol tetszbleges, ez tehat 18 - 24 = 288 lehetdség. (1 pont)
Ha a meccs soran 6-3 volt az els6 eredmény, amikor valamelyik csapat 3 gollal vezetett: az els6
9 golra adodo 2 - (g) lehetGséghdl lejon 2 - (g) +6- (;1) + 18 -2+ 2.1, vagyis az els6 9 golra 54
lehetSség van. A maradék 2 gol tetszbleges: ez tehat 54 - 22 = 216 lehetdség. (1 pont)
Végiil ha a meccs 7-4-re végz6dott, de kordbban egyik csapat sem vezetett 3 gollal, a 2 - (141)
esetbdl lejon 2 - (i) +6- (S) + 18- (;1) + 54 - (f) +2- (f) +6- (g), ami 162 lehetGség. (2 pont)
A végeredmény tehat 2048 — 512 — 384 — 288 — 216 — 162 = 486. (1 pont)
Osszesen: 7 pont

A feladatokat Osszeallitotta: Gyenes Zoltan, Jakucs Erika, Nagy Kartal, Steller Gabor.
Lektoralta: Erben Péter, Gyéry Akos.
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