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50. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY
Megyei fordulé — 2021. aprilis 23.
NYOLCADIK OSZTALY

MEGOLDASOK

1. Az abrén lathato otszognek A-nal, B-nél és C-nél derékszoge van, a maradék két szoge pedig
135°-0s. Tudjuk tovabba, hogy AB = BC' = DE = 12 egység. Hatérozd meg az 6tszog teriiletét.
Teljes pontszamhoz a vdlasz legeqyszeribb alakjdat kell megadnod.

E D
A C

B
Megoldas. Az AFE és CD félegyenesek metszéspontja legyen F.

Az ABCF négyszog egy 12 egység oldalhosszusagi négyzet, hiszen minden szoge derékszog,
tovabba AB = BC. Teriilete 12% = 144 egység.

Az EDF héaromszog derékszogi és egyenlGszara, mert AE = DC, igy FE = 12 — AE =
12— DC = FD. Teriilete megkaphato az atfogo felének négyzeteként, mert az atfogohoz tartozo
magassaga egyenls az atfogo felével. Tehat Trpr = 6% = 36 egység.
Az 6tszog teriiletét megkapjuk, ha az ABCF négyzet teriiletébdl levonjuk az EDF haromszog
teriiletét:

TABCDE = TABCF — TEDF =144 — 36 = 108 (ngSég)
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2. megoldas Bontsuk fel az 6tszoget az ABC héromszogre és az AC DFE négyszogre.

Az ABC haromszog derékszogi, teriilete a két befogod szorzatanak fele: &212 = T2 egység.
E D
m
A C
F G
B

Rajzoljuk meg az AFE és CGD egyenlgszaru derékszogii haromszogeket. A befogoikat (egyben
az ACDE trapéz magassagat) jelolje m.

Ekkor az AC' és DE hosszanak kiilonbsége egyrészt 2m, masrészt 12v/2 — 12, azaz m = 6v/2 — 6.

Ezutan fel tudjuk irni az ACDFE négyszog teriiletét is, hiszen az trapéz, és ismerjiik az alapjait
(12V/2 és 12) és a magassagat (m = 6v/2 — 6). Tehat az AC DE négyszog teriilete

(124 12v/2) - (63/2 — 6)
2

ami a zarojel felbontasa és az Osszevonasok utan végil (144 — 72)/2 = 36 egység.

Tehat a négyszog teriilete 72 + 36 = 108 egység.
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3. megoldas. Egészitsiik ki az 6tszoget egy egyenlGszaru derékszogi BM N haromszoggé az ED

egyenes illetve a BA és BC' félegyenesek meghosszabbitasaval, és legyen az AE, DC' szakaszok
hossza x.

B

Az AMFE és DCN haromszogek derékszogi és egyenldszara haromszogek,
AM = AE = CD = CN =z, tovabba ME = DN = zv/2.

E két haromszog egy x oldalhosszisagi négyzetté illeszthets Ossze, egyiittes teriiletiik 2, ezért

12 + )2
TapcpE = % — 2’

x megjaphaté az M BN derékszogi haromszog M N atfogojanak kétféle felirasabol:

(124 2)V2=1242-2v2 = xzwzﬁ@—\@).

V2

A teriiletre adott formuléba visszahelyettesitve:

=36+ (9-4V2— (6 4v2)) =363 = 108.
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2. Hatarozd meg az aldbbi egyenlet Gsszes megoldéasat a pozitiv egész szamok korében:

1 2 3
—+ o4+ =4
a b ¢
Megoldas. Ha a, b, c > 2, akkor
1+2+3<1+2+3<6<4
a b c¢—2 2 272

Tehat az ismeretlenek legalabb egyike csak 1 lehet.

2 3
e a=1= 7 + — = 3. Innen 2c + 3b = 3bc, amibdl az koévetkezik, hogy ¢ oszthatd 3-mal.
c

Ha ¢ = 3, akkor b = 1. Ha ¢ > 6, akkor nincs megoldés.

1 3
ob:1:>—+—:2.1ttc<4,mert%Sl.
a c

A harom lehetséges ¢ érték kiprobalasa egy j megoldast ad: a = ¢ = 2.
1 2 1 2
° c:1:>—+E:1. Itt ha a > 1, akkor b < 4, kiilénben—+g<1.
a a
Végignézve b lehetséges értékeit két j megoldast kapunk: a =2,b=4¢ésa = 3,0 = 3.

a
1
Az egyenletnek tehat négy megoldasa van a pozitiv egész szamok halmazan: | 2
2

W o — | o
=N WO

3
2. megoldas. A harom 6sszeadando legalabb egyikének nagyobbnak kell lennie 1-nél.

Az els6 tag nem lehet ilyen. Ha % > 1, akkor b= 1. Ha % > 1, akkor ¢ =1 vagy c = 2.

° bzlesetén%+%:2, innenig 1 miatt % >1l.c=1nemjo6,c=2eseténa=2,c=3
esetén pedig a = 1, més lehetdség nincs.

° czlesetén%+%:1. a=1nem jo, a =2 esetén b =4, a = 3 esetén b = 3.
Ha é—t tovabb csokkentenénk, %—t novelni kellene, de b = 2 méar tul nagy értéket ad.

e ¢ = 2 esetén % + % = g, ekkor %—nek 1-nél nagyobbnak kell lennie, ezt mér az els esetben
vizsgaltuk.
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3. Pirossal megjeloltiikk az ABCDEF szabélyos hatszog cstcsait.
Héany olyan haromszog van a sikon, amelyre teljesiil, hogy mind a hat piros ponton atmegy a
haromszog valamelyik oldalegyenese?

Megoldas. A hat piros pont koziil semelyik harom nem esik egy egyenesre, ezért egy haromszog
harom oldalegyenese csak tigy mehet at mind a haton, ha minden oldalegyenes pontosan két
piros pontra illeszkedik.

A keresett haromszog oldalegyenesei ezek szerint a hatszog csicsait harom parba soroljak.

Megforditva: ha a hatszog csticsait harom olyan kételemii csoportba osztjuk szét, amelyekre
teljestil, hogy (a) a parok altal kijelolt harom egyenes nem megy at egy ponton; tovabba (b) a
parok altal kijelolt egyenesek kozott semelyik ketté nem parhuzamos, akkor ez a csoportositas
egy jo haromszoget definial.

Egy parban szerepl§ két piros pont haromféle lehet:

Egy jo hdromszog oldalegyenese nem mehet at a hatszog kdzéppontjan, mert akkor a méasik két
egyenesre vagy az igaz, hogy 6k is atmennek a kozépponton, vagy az, hogy parhuzamosak, és
mindkét lehetGséget kizartuk.

Tehat egy jo haromszog egy oldalegyenese vagy a hatszog egyik oldalegyenese, vagy a hatszog
mésodszomszédos cstucsait Osszekotd atlo egyenese. Jeloljiik az elsd tipusu egyenest O-val, a
masodikat M-mel.

Ha egy jo haromszog két oldala O tipustu, akkor a harmadiknak is O tipusiinak kell lennie. Ha
egy jo haromszog két oldala M tipusi, akkor a harmadiknak O tipustunak kell lennie. Tehat csak
kétféle j6 haromszog létezhet, OOO tipusi és M MO tipusu.

@ /@\

Ezutan mar egyszertien megszamolhatjuk a jo haromszogeket.

e OOQ tipusubodl van kettd, mert harom nem szomszédos hatszogoldal csak kétféle modon

valaszthato ki: {AB,CD, EF} vagy {BC,DE, FA}.

e M MO tipusibdl van hat, aszerint, hogy a hatszog melyik oldala jeldli ki a haromszog O
tipust oldalegyenesét.

Osszesen tehat 2 + 6 = 8 megfelels haromszog van a sikon.
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4. Egy 4 x 4-es tablazatot l-es és 2-es szamjegyekkel kitoltottiink. A tablazatbol balrol jobbra,
jobbrol balra, fentrél lefele és lentrdl felfele is kiolvashatok négyjegyt szamok.
Legfeljebb hany kiilonboz6 lehet az igy kiolvashatd 16 db négyjegyti szam kozott?

112|111

211122 Példaul, az abran lathato kitoltésbdl § kiilonbozd négyjeqyd szdam
212112 olvashato ki: 1121, 1211, 1212, 1221, 2122, 2121, 2212, 2211.
112121

Megoldas. 14 kiilonbo6z6 négyjegyt szam elérhetd, példaul az alabbi kitoltéssel:

1
2
1
1

|| DN —
N — [ DN DN
=N DN DN

Ebbd6l minden kiolvashato, kivéve az 1111 és a 2112.
Elvileg lehetséges négyjegyt szambol 2 -2 -2 -2 = 16 van.

Olyan szambol, amely eldrefele és hatrafelé kiolvasva is ugyanaz, négy darab van (1111, 1221,
2112, 2222). Ha ezekbdl legfeljebb kettd szerepel a kiolvasott szamok koziil, akkor legfeljebb 14
szamot lehet kiolvasni. Ha viszont legalabb kettd, akkor ezek kiolvasasanal ugyanazt a szamot
olvassuk ki, tehat a 16 lehetséges kiolvasasbol legalabb ketts-kettd ugyanaz, igy legfeljebb 14
lesz kiilonb6z6.

5. Bizonyitsd be, hogy 99 darab egész szam koziil, melyek nem adnak csupa egyforma maradékot
100-zal osztva, ki lehet valasztani néhanyat (esetleg csak egyet), melyek Gsszege oszthato 100-zal.

Megoldas. Jeldlje a 99 szamot aq, as, . .., agg. Feltehetjiik, hogy a; és ay 100-as maradéka kii-
16nbozik egymastol. Tekintsiik most a kovetkezd 100 darab Osszeget:

ai, as, (11—|—6L2, CL1+CL2+CL3, ...,CL1+CL2+...+(199.

Ha ezek csupa kiilonb6z6 maradékot adnak 100-zal osztva, akkor van koztiik 100-zal oszthato,
igy kijott a bizonyitandd. Ha pedig nem fordul el mind a 100-féle maradék, akkor kell koztiik
lennie két egyforma maradékinak. Ez feltevésiink alapjan nem lehet a; és ay, viszont minden mas
esetben a két Osszeg kiilonbsége is néhany a; Osszege, és ez a kiilonbség pedig oszthaté 100-zal.

A feladatokat Osszeallitotta: Gyenes Zoltan, Hujter Bélint, Nagy Kartal.
Lektoralta: Erben Péter, Steller Gabor.

A 201113/408. sz. projektet a Nemzeti Kulturalis Alap tamogatja.

y
I I’—,’b.
W
|

Nemzeti Kulturalis Alap
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