44. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY

Orszigos dontd, 1. nap - 2015. m&ajus 29.

OTODIK OSZTALY - Megold4sok

1. Egy haromjegyl szdm kozépso szamjegyét elhagyva egy kétjegyli szamot kaptunk. A két szam Osszege
816. Mi lehet ez a két szam?

Megoldas

A héromjegyfi szdm els6 szamjegye 7. 6 kevés lenne, mert igy az 6sszeg legfeljebb 699 4+ 69 = 768 lenne,
8 pedig sok, mert Ugy az Osszeg legalabb 800 4+ 80 = 880 lenne. Az Gsszeg 6-ra végzodik és ez két
egyforma szamjegy Osszege, ezért csak itt 34+ 3 = 6, vagy 8 +8 = 16 lehetséges. Ezért az utolsé szamjegy
3 vagy 8. Ha az utols6 szamjegy 3, akkor a kétjegyli szam 73, igy 816 — 73 = 743 a hiaromjegyli. Ha az
utols6 szamjegy 8, akkor a kétjegyli szdm 78, igy 816 — 78 = 738 a haromjegyti.

2. Egy 14 cm oldaltd négyzet két atellenes sarkdba beillesztettiink egy-egy kisebb négyzetet tigy, hogy két
szomszédos oldaluk illeszkedik a nagy négyzet oldalaira.

14 cm

14 cm

A kis négyzetek koziil a nagyobb teriilete a kisebb teriiletének 4-szerese. A két kis négyzetnek keletkezett
kozos része, ennek teriilete 1 cm?. Mekkora a nagy négyzetnek a kicsik 4ltal le nem fedett teriilete?

Els6 megoldas

Jelolje = a legkisebb négyzet oldalat. Mivel a masik négyzet teriilete 4-szerese a kicsinek, ezért az oldala
2-szerese, azaz 2x. A kozos rész 1 cm? teriilet négyzet, igy ennek oldala 1 cm-es. A legnagyobb négyzet
oldalat megkapjuk a kisebbekbél: 14 = = + 22 — 1. Ebbdl a kisebb négyzetek oldala 5 cm és 10 cm. (*)
A kisebb négyzetek teriilete 25 cm?, és 100 cm?. A két négyzet teriilete egyiitt 25+100-1 = 124 cm? (a
kozos 1ész levondsaval). A kimaradé teriilet ezért 14 - 14 — 124 = 196 — 124 = 72 cm?.

Masodik megoldas
(*)-tol folytatva: A nem szinezett részek egyforma (egybevéagd) téglalapok. A révidebb oldal hossza
14 — 10 = 4 cm, a hosszabbiké 14 —5 = 9 cm. A 2 téglalap egyiittes teriilete ezért 2-4 -9 = 72 cm?.

3. Belenéztiink a tanarok tolltartéiba, és a kovetkezot figyeltiik meg: mindegyikben tollak és ceruzak voltak,
tollbdl is, és ceruzabdl is legalabb egy. Minden darab fekete vagy piros szinti, és minden tolltartéban
van mindkét szinbdl. Igaz-e, hogy mindegyik tolltartéban van két olyan iréeszkoz, amelyik szinben is,
fajtaban is kiilonbozik?



Els6 megoldas

Valasszunk egy tollat és egy ceruzat (van mindkettd). (A gondolatmenet nyilvan ugyanez lesz a szinek,
illetve a formak szerepcseréjével.)

Ha ezek kiilonb6zo szintiek, akkor készen vagyunk. Ha viszont egyformék, akkor van a tolltartéban a
masik szinbdl is egy {rdeszkoz. Ha ez toll, akkor az el6bbi ceruzaval, ha ceruza, akkor az elobbi tollal
alkotnak megfelel6 part. Ugyanezt mondhatjuk barmelyik tolltartérél. A véalasz tehat igen.

Masodik megoldas

Vegytink a tolltart6bdl egy ceruzat (van benne). Ez piros vagy fekete. Legyen piros. (Feketével ugyanigy
megy.)

Ha van fekete toll, készen vagyunk. Ha nincs, akkor minden toll piros, ezért a ceruzak kozt kell lennie
feketének, mert van fekete is a tolltartéban. Ugyanezt mondhatjuk barmelyik tolltartérdl. A valasz
tehdt igen. (Ennél a gondolatmenetnél is felcserélhetd a szinek és formdk szerepe.)

. Egy hatszog cstcsaiba az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szdmokat irjuk, mindet pontosan egy csicsba. Hanyféleképpen
tehetjiik ezt meg gy, hogy minden cstcsba irt szamra igaz, hogy vagy mindkét szomszédja nagyobb
nala, vagy mindkett6 kisebb?

Els6 megoldas

Betlizziik meg az 1-estdl koriiljarva a mezdket: 1,a,b, c,d, e.

1 és 2 nem lehetnek szomszédok, mert 2-nél csak az 1 kisebb. A 2-t ezért csak két helyre tehetjiik,
az 1-gyel szembe (c¢), vagy az 1 méasodszomszédjdnak (b, vagy d, de ez mindegy, mert tiikrosek az 1-c
atléra - a titkkroseket kés6bb szamoljuk). I. eset: b = 2 (masodszomszéd) Most d szomszédai csak d-nél
nagyobbak lehetnek, mert az egyiknek az 1, a méasiknak a 2 a d-t6l kiillonb6z6 szomszédja. fgy d=3
vagy d = 4. Ha d = 3, akkor a masik 3 mezdre a 4,5,6 szamok minden lehetséges elhelyezése megfelel
a feltételnek. Ilyen elhelyezés 3 -2 -1 = 6 van (nem elvéards, hogy szorzassal szédmoljon, felsorolhat,
rendezhet). Ha d = 4, akkor mellé mér csak az 5,6 keriilhet, ezeket 2-féleképpen tehetjitk le. II.
eset: ¢ = 2 fgy a szomszédos b és a mezdknek van kisebb szomszédja, tehat mindkettonek kisebbnek
kéne lenni a mésikndl, ami lehetetlen. Itt tehat nincs megoldas. Ez 6sszesen 8 lehet6ség, valamint ezek
szimmetrikus parjai: 8 - 2 = 16 kitoltés.

Masodik megoldas

Az 1-estdl korbehaladva egy kisebbet egy nagyobb, majd azt egy az el6z6nél kisebb szam koveti és igy
tovébb. Azaz az elrendezés olyan, hogy ,,Nagy”, , Kicsi”, ,,Nagy”, ) Kicsi”, ,,Nagy”, ,,Kicsi”. Az 1és a
2 csak ,,Kicsi” lehet, mert nincs 2 darab kisebb szam néluk, az 5 és a 6 pedig csak ,,Nagy” lehet hasonlo
okbdl. A 3 lehet ,Kicsi” vagy ,,Nagy”: I. eset: a 3 ,,Kicsi”. Az 1 rogzitett, a 2 és a 3 kétféleképpen



helyezhet6 el. Ehhez a 4, 5, 6 szamokat a maradék 3 helyre 3 -2 -1 = 6 féleképpen helyezhetjik el.
Ez Osszesen 2 - 6 = 12 elhelyezés. Il.eset: a 3 ,,Nagy”. Ekkor a 3 csak az 1 és a 2 kozé keriilhet, mert
csak ezek kisebbek nala, tehat a 3 az 1 szomszédja - ami kétféleképp lehetséges. A fennmaradd 3 hely
szomszédos, itt a 4 keriil kozépre, és az 5 és 6 helyet cserélhet. Itt tehat 2 - 2 = 4 jabb lehetdségiink
van. Osszesen 124+4=16.

. Adott 5 pozitiv egész szam, amelyeknek felhasznédlasdval az 6sszes lehetséges 3-tagu 6sszeget elkészitettiik.
Igy ezeket a szamokat kaptuk:
10,14,15,16,17,18, 20, 21, 24, 25.

Mi lehetett az eredeti 5 szam?

Els6 megoldas

Ha osszeadjuk a szamokat, akkor a keresett szamok Gsszegének 6-szorosat kapjuk, mivel minden szam 6
Osszegben szerepel. fgy az eredeti szamok Osszege 180 : 6 = 30. Ezért ha az 5 szam koziil hdromnak az
osszegét tudjuk, akkor tudjuk a mésik 2 szdm Osszegét, hiszen a 30-bdl csak ki kell vonnunk az eredeti
hiaromtagui Osszeget. Ezek szerint az 5 szdm koziil barmelyik 2-nek az Gsszege rendre:

20,16, 15, 14, 13,12, 10,9, 6, 5.

Lathato, hogy 4 paratlan szamot kaptunk a kéttagu Osszegek kozott. Ez csakis abban az esetben le-
hetséges, ha az eredeti szdmok koziil 1 paros, a tobbi 4 pedig paratlan. Mivel az az egy szerepel
abban a négy darab Osszegben, aminek az értéke paratlan, csak ezzel a négy osszeggel kell foglalkoznunk
(15,13,9,5). Ha ezeket 6sszeadjuk (42), akkor ebben az Osszegben 4-szer szerepel a paros szamunk, és
minden paratlan pontosan egyszer. Vagyis minden szam szerepel benne egyszer, és még a paros szamunk
pluszban haromszor. Mivel a szdmok 6sszegét mar ismerjiik (30), igy a paros szamunk 42 — 30 = 12-nek
a harmada, azaz 4. Mivel a 4-nek a tobbivel alkotott Gsszegei rendre a kordbbiak értelmében 15,13, 9, 5,
igy a tobbi szam azonnal adddik: 11,9,5,1. Ezt konnyen le is ellendrizhetjiik.

Maiasodik megoldas

A hat szam 6sszege 30 (1d. elsé megoldds). Novekvé szamsorrendben jeloljiik a széamokat: a, b, ¢, d, e.
A legnagyobb Osszeg a harom legnagyobb szdm Osszege, a legkisebb pedig a hdrom legkisebbé. Mivel
e két Osszegben csak a kozépsO szam kozos, ezeket Osszeadva kétszer szamoljuk a kozépsot. Ha tehat
levonjuk az 5 szam Gsszegét, megkapjuk a kozépsé szamot: 10 4+ 25 — 30 = 5. A kozépsé szam tehat 5,
azaz ¢ = 5. a+ b+ c = 10 miatt a + b = 5, innen a két , kicsi” szam lehet 1 és 4, vagy 2 és 3. Ha
a=2és b=3, akkor d 4+ e = 30 — 10 = 20 miatt d + e + b = 23, ami nem szerepel az Osszegek kozott,
ez tehdt nem ad megoldast. A maésik eset a = 1 és b = 4. A d+ e = 20 miatt most d és e lehetnek
(6;14),(7;13),8;12) vagy (9; 11). Ezek koziil az els6 kettovel nem all el a 18 Gsszegként, a harmadikkal
pedig a 17. A (9;11) péros j6, a szamok tehat: 1,4,5,9,11.



44. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY

Orszagos dontd, 2. nap - 2015. m&ajus 30.

OTODIK OSZTALY - Megold4sok

1. Anna és Andrés hosszu ideje arrdl dlmodozik, hogy kapnak egy-egy 24 6ras beosztdsi mutatds orat.

Tibi bécsi, az ismer6s érasmester meglepi 6ket egy-egy ilyen érdaval. Anna éréja kétszer olyan gyorsan
jar, mint ahogy kellene, de szerencsére a megfelel6 irdnyban. A maésik tokéletes tempoban jar, viszont
visszafelé. 13:00-kor mindkét ora a pontos idot mutatja. Mikor mutatjék legkozelebb ugyanazt az idot?

Megoldas

Amikor legkozelebb ugyanazt az id6t mutatjak, addigra a két kismutato egyiitt egy teljes kort tesz meg,
azaz 24 Orat jar be. Anna Oraja a megfeleld irdnyban kétszer annyit tesz meg, mint amennyit Andras
oraja a helytelen irdnyban. Ez azt jelenti, hogy Anna érajanak kismutatdja kétszer annyi érat jar be,
mint Andrasé. Azaz a 24 6rat harom egyenlé részre kell felosztanunk, ebbdl két rész a gyorsabb éraé.
Ezért 16 6ra a gyorsabbé és 8 dra a lassabbé. Anna déréja tehdt 16 6rat halad a rendes iranyba, Andrasé
pedig az ellenkez6 irdanyba 8 6rat. (Mivel 13 6rétdl indultak el, igy 13-8=5 érandl taldlkoznak.) Tehdt 8
ora telik el a legkozelebbi talalkozésig, igy ekkor a pontos id6: 21.00.

. Négy otodikes didk a matekszakkoron a kovetkezo feladvannyal lepte meg a tobbieket: tegnap megmértiik
mind a négylink silyat. Minden mérés utan kiszamitottuk az addigi mérések atlagat, és azt tapasztal-
tuk, hogy minden mérés utan az atlag 1-gyel nott. Mennyivel nehezebb koziiliink a legnehezebb a
legkdnnyebbnél? (Egy szam atlaga sajat maga, két szam atlaga a két szdm Osszegének fele, harom szdm
atlaga a hdrom szdm Osszegének harmada, négy szam atlaga pedig a négy szam Osszegének negyede.)

Els6 megoldas

Az vildgos, hogy a gyerekek nehezed6 sorrendben mérték meg magukat, hiszen az dtlaguk csak igy néhet.
Legyenek a gyerekek fiktiv moédon elnevezve nehezedd sorrendben: A, B, C, D. Az els6é mérés utan az
atlag A tomegével egyezik meg. A masodik mérés utdn az dtlag igy tud 1 kg-mal néni, ha B tomege
1 kg-mal t6bb az 1j atlagnal, azaz 2 kg-mal tébb A-nédl. Jon a harmadik gyerek, akinek a megmérése
utan az atlag ismét 1 kg-mal tobb lesz, azaz éppen B tomegével lesz egyenlé. Mivel ekkor 2 kg-mal
tobb az atlag A tomegénél, B tomegével egyenld, igy C éppen 2 kg-mal nehezebb, mint az dtlag, azaz



4 kg-mal nehezebb A-ndl, és 2 kg-mal B-nél. Az utolsé mérés utdn az atlag ismételten né 1 kg-mal,
azaz A tomegénél 3 kg-mal, B tomegénél 1 kg-mal lesz t&bb, C tomegénél pedig 1 kg-mal lesz kevesebb.
Igy D témege 3 kg-mal tobb C-nél, ami azt jelenti, hogy A-nal, azaz a legkénnyebbnél a D 6 kg-mal
nehezebb.

Masodik megoldas

Csak ugy novekedhet az atlag, ha nehezedd sorrendben mérték meg a tomegiliket. Ha az emberek
tomegének mérdszamait egyszerre ugyanannyival csokkentjiik vagy noveljiik, akkor az atlag is ugyanez-
zel az értékkel csokken vagy nd. Tehat akarmilyen tomegértéket adhatunk a legkdnnyebb gyereknek,
a tobbiek rendre ugyanannyival lesznek nehezebbek a konnyebbeknél. Legyen ez a tomegérték az egy-
szertiség kedvéért 0. Ezutan konnyl szamolassal jonnek a tobbi értékek: 2, 4, 6. Tehat a legnehezebb 6
kiloval nehezebb a legkonnyebbnél.

. Peti egy 4 x 4-es tablazatot kitoltott szamokkal. Elarulta, hogy egy szam jobb oldali szomszédja mindig
ugyanannyival nagyobb az eredetinél, de nem mondta meg, hogy mennyivel. Azt is elmondta, hogy egy
szam also szomszédja mindig ugyanannyival nagyobb az eredetinél, de itt sem arulta el, hogy mennyivel.
Az 1. sor 1. mezdjébe (bal fels6 sarok) 7, a 3. sor 4. mezdjébe 33, a 4. sor 2. mez&jébe 32 kertilt. Milyen
szamokat irt Peti a tdblazat tobbi mezojébe?

Els6 megoldas

A jobbra 1épés novekedése legyen J, a lefelé pedig L. A jobb alsé mezore 1épjiink a 32-bdl és a 33-bol:
32+2J = 33+ L, azaz L = 2J—1. Most a 7-bdl jussunk el a 32-be: 32 = 7+J+3L = 7+ J+6J -3 = 7J+4,
ahonnan J = 4 adédik, onnan pedig L = 7. A tablazat igy:

7 11111519
14 | 18 | 22 | 26
2112512933
28 | 32 | 36 | 40

Maiasodik megoldas

A 32-r6l a 33-ra 161épésben jutunk (2 jobbra, 1 felfelé). Ezt a lépést alkalmazva minden esetben ugyan-
annyival véltozik az Osszeg,

34

33

32

ezért ilyen lépésekkel haladva a 32, 33, 34, 35 szamokra lépiink, ezzel az elsé sorba jutottunk. A 35 a
32-t6l a 3. lépés, tehat jobbra 3 -2 = 6 mezot haladtunk. a 7-t0l pedig 7-et. Emiatt a jobbra 1épés
értéke +4. EDbbOI a lefelé 1épés értéke +7. Ezekkel az értékekkel szdmolva 7-rél a 33-ra is eljutunk, és
kapjuk a fenti tablazatot.

. Egy vonalzordl lekopott a jelek egy része, mindossze 6t darab, egész centimétert jelol beosztas maradt
meg: ezek névekvé sorrendben 0, a, b, ¢ és d centimétert jelolnek. Ennek ellenére a vonalzéval 1-t61 d-
ig barmilyen egész centiméteres tavolsdgot kozvetleniil le tudunk mérni. (Egy tévolsdgot akkor tudunk
kézvetleniil lemérni, ha van a vonalzénak két beosztasa, amelyek tavolsidga éppen ekkora.) Tudjuk, hogy
az utols6 beosztasnak, d-nek az értéke 6-nal nagyobb. Készits ilyen vonalzdkat minél tobb kiilénbozo d



értékkel! (Nem kell indokolni, hogy az dltalad megadottnal tébbféle d érték nem lehetséges. Azt viszont
indokolni kell, hogy az dltalad megadott vonalzé megfelel a feltételeknek.)

Megoldas

A d = T-re egy lehetséges konstrukcié: a =1, b =2, ¢ =4 és d = 7. Mérések: 1-et a 0 és a kozott, 2-t
a 0 és b kozott, 3-at a és ¢ kozott, 4-et 0 és ¢ kozott, 5-6t b és d kozott, 6-ot a és d kozott, végil T-et 0
és d kozott. A d = 8-re egy lehetséges konstrukcié: a =1, b=4, c =6 és d = 8. Mérések: 1-et a 0 és a
kozott, 2-t a b és ¢ kozott, 3-at a és b kozott, 4-et 0 és b kozott, 5-6t a és ¢ kozott, 6-ot 0 és ¢ kozott,
T-et a és d kozott, végiil 8-at 0 és d kozott. A d = 9 a lehetséges maximum, ez elérhet6 az a = 1, b = 4,
c =17 és d=9 beosztasokkal.

Mérések: 1-et a 0 és a kozott, 2-t a ¢ és d kozott, 3-at a és b kozott, 4-et 0 és b kozott, 5-0t b és d kozott,
6-ot a és c kozott, T-et 0 és ¢ kozott, 8-at a és d kozott, végil 9-et 0 és 9 kozott.



44. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY

Orszigos dontd, 1. nap - 2015. m&ajus 29.

HATODIK OSZTALY - Megoldasok

1. Belenéztiink a tanarok tolltartéiba, és a kovetkez6t figyeltitk meg: mindegyikben tollak voltak és ceruzak,
tollbdl is, és ceruzabdl is legalabb egy. Minden darab fekete vagy piros szinil, és minden tolltartéban
van mindkét szinbdl. Igaz-e, hogy mindegyik tolltartoban van két olyan iréeszkoz, amelyik szinben is,
fajtaban is kiilonbozik?

Els6 megoldas

Valasszunk egy tollat és egy ceruzat (van mindkettd). (A gondolatmenet nyilvan ugyanez lesz a szinek,
illetve a formdk szerepcseréjével.)

Ha ezek kiilonb6zo szintiek, akkor készen vagyunk. Ha viszont egyformdk, akkor van a tolltartéban a
masik szinbdl is egy iréeszkoz. Ha ez toll, akkor az elébbi ceruzaval, ha ceruza, akkor az elobbi tollal
alkotnak megfelel6 part. Ugyanezt mondhatjuk barmelyik tolltartérdl. A véalasz tehat igen.

Maiasodik megoldas

Vegyiink a tolltartébdl egy ceruzat (van benne). Ez piros vagy fekete. Legyen piros. (Feketével ugyanigy
megy.)

Ha van fekete toll, készen vagyunk. Ha nincs, akkor minden toll piros, ezért a ceruzak kozt kell lennie
feketének, mert van fekete is a tolltartéban. Ugyanezt mondhatjuk barmelyik tolltartordl. A vélasz
tehdt igen. (Ennél a gondolatmenetnél is felcserélheté a szinek és formdk szerepe.)

2. Egy taxis cég konnyen megjegyezhetd telefonszamot szeretne, ezért igy dontenek, hogy legfeljebb kétféle
szamjegyet fognak haszndlni. Az kotelezd érvényili, hogy egy taxitdrsasig telefonszdama csak 3-assal
kezd6dhet, és csakis 6-jegyti lehet. Hany kiilonb6z6 lehetségbdl valaszthatnak?

Els6 megoldas

Legyen = a mésik szamjegy, feltéve hogy nem csupa 3-asbdl all a szam. Az els6 jegy kotelezéen 3. Ha
rogzitjik a mésik lehetséges szamjegyet, akkor a kovetkez6 5 jegy mindegyike 3 vagy x (# 3) lehet. Ez
2.2.2.2-2 =25 = 32 lehetSség. (*) A csupa harmas szamjegyet tartalmazot kiilon vessziik, gy marad
31 olyan eset, amikor 3 és x is szerepel. Mivel x értéke lehet 0,1,2,4,5,6,7,8,9, ami 9 lehetdség, ezért
Osszesen 9 - 31 + 1 = 280 lehet6ség koziil valaszthat a tarsasag.

Masodik megoldas

(*)-tol folytatva: A madsik szamjegy 9-féle lehet, ami 9 - 32 lehetdség. Ekkor azonban a csupa hérmast
minden szamjegynél megszamoltuk, pedig csak egyszer akartuk. Vagyis 8-cal tobbszor szamoltuk, mint
akartuk. Ezért osszesen 9 - 32 — 8 = 280 lehetdség van a telefonszdam megvalasztasara.

Harmadik megoldas

Csoportositsuk a lehetséges telefonszamokat aszerint, hogy hényadik helyen fordul el6 elGszor a nem
3-as szamjegy. Az els6 helyen 9 lehet6ség kozil valaszthatunk, hiszen barmely nem 3-as szamjegy
lehet az els6. Az ezt kovetd helyeken mindig két valasztdsunk lesz, hiszen vagy 3-at vagy a valasztott
egyéb szamjegyet hasznalhatjuk. Ha a maésodik szdmjegy lesz 3-astdl kiilonbozé, akkor 9 - 24 = 144
eset van, ha a harmadik, akkor 9 - 23 = 72 eset. Ha a negyedik szamjegy lesz 3-astél kiilonbozé, akkor
922 = 36 eset van, ha az 6todik, akkor 9 - 2 = 18 eset, ha pedig csak az utolsé szdmjegy més, akkor
9. 1 esetben pedig nem lesz méas szamjegy csak a 3-as, amikor a 333333 a telefonszam. Ez Gsszesen:
144 + 72 + 36 + 18 + 9 + 1 = 280 lehet6ség koziil valaszthat a tarsasag.



Negyedik megoldas

Szamoljuk meg a telefonszamokat annak alapjan, hogy héany 3-astdl kiillonb6zo jegyet tartalmaz. Egyediil
a 333333 olyan, amiben nincs més szamjegy. Ha egyetlen 3-astdl kiilonboz6 szamjegy van, akkor az 5
helyen lehet (az elsé szamjegy biztosan 3-as), a szamjegy lehet 9 féle, igy Osszesen 45 ilyen szdm van.
Ha ketté 3-astdl kiilonbozé van, akkor az egyik ilyen jegy 5 helyen lehet, a masik 4 helyen, ami 5 - 4
lehet6ség, de igy mindent kétszer szamoltunk, hiszen a valasztas sorrendje nem szamit. A két 3-astdl
kiillonbo6zé szamjegy tehat 10 helyen lehet, a szdmjegy pedig 9 féle, igy Gsszesen 90 ilyen szdm van. Ha
hirom 3-astdl kiilonboz6 jegy van, akkor pontosan két 3-as van az elsé szamjegyet leszamitva, ez a két
harmas ugyanugy 10 helyen lehet, a masik szamjegy pedig tovabbbra is 9 féle lehet, igy ilyen szambdl is
90 van. Ugyanez a helyzet, ha négy 3-astdl kiillénb6z6 van, ilyenbdl tehat 45 van, és 9 olyan szdm van,
amikor az mind az 6t szamjegy 3-astodl kiilonb6z6. Ez 6sszesen 1+ 45 + 90 4 90 + 45 + 9 = 280.

. Az
1+ 20+ 31+ ... + 49!
szamnak mi a tizes szdmrendszerbeli utolsé két szdmjegye? (Aholn!=1-2-3-...-(n—1)-n.)
Megoldas

Az 0Osszeg utolsé két szadmjegyét egyértelmilen meghatdrozza az Osszeadanddk utolsé két szamjegye.
A 10!-t6] kezdve minden faktoridlis oszthaté 100-zal (2, 5 és 10 szerepel a szorzatban), igy utolsé két
szamjegyiik 00. Ezért elég az 1!+ 2!+ ... 49! 6sszeget vizsgdlni. Az 6sszeadanddk utolsé két szamjegye:
N=1,21=231=6,41=24,51=...20,6! =...20, 7' =...40, 8! = ...20, 9! = ...80. Ezek Gsszege
... 13-ra végzodik. fgy az eredeti szam utols6 két szamjegye is 13.

. Egy tdblan mindig egyetlen szam lathato, kezdetben ez a szam az 1. Egy 1épésben a tablan 1év6 szamot
novelhetjiik 1-gyel, vagy a reciprokat vehetjiik. Mutasd meg, hogy elérhetd a fenti [épések alkalmazasaval,
hogy a tédblan a 7/2015 legyen lathato.

Megoldas

Gondolkodjunk visszafelé! A 7/2015 elGallitdshoz elég a @ = 287$—et el6allitani. Ezt megkaphatjuk
az 1-gyel novelés ismételt alkalmazasaval a g—bél. Ez utébbihoz elég a % = 1%—0‘5 eléallitani. Ezt pedig
megkaphatjuk 1-gyel noveléssel az %—bél. Az 1-et 5-sz6r megnovelve, majd a reciprokat véve megkapjuk

az %—ot, tehdt elérhetd, hogy a 7/2015 legyen a téblén.

. 124 fekete és 1 piros kis kockabdl hany kiilonb6z6 5 x 5 x 5-6s kocka épithetd, ha csak a nagy kocka
felszine alapjan tudjuk megkiilonboztetni a kockakat, és a forgatassal egymasba vihetoket nem tekintjiik
kiilonb6zének?

Megoldas

Ha kocka cstcsandl van piros kis kocka, akkor ez Gsszesen egyféleképpen lehetséges, mert a kiilonb6zo
csucsok egymasba forgathatok. Ha a kocka élén van piros kis kocka, de nem a csiucsnél, akkor az
Osszesen kétféleképpen lehetséges. Vagy az él kozépso kis kockdja piros, vagy pedig a cstcs melletti.
Ezek kiilon-kiilon mind egymésba forgathatok. Ha egy lap belsd részén van piros kis kocka, akkor az
haromféleképpen lehetséges. 1) A lap kozepén. 2) A lap koézépsé kis kockdja és a csicsnél 1évo kis kocka
kozott. 3) A lap kozépsé kis kockéja és az egyik él kozépso kis kockdja kozott. Elképzelhetd, hogy a
kocka belsejében van a piros, vagyis a feliilet teljesen fekete. Ez 1 eset. Osszesen tehat 1+2+34+1=7
kiilonbo6z6 kinézeti kocka képzelheto el.



1. Felirtuk a tablara az 1,3, £, 1 ... L L szdmokat, majd kozéjik a ,,+7 és ,,-

44. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY

Orszagos dontd, 2. nap - 2015. m&ajus 30.

HATODIK OSZTALY - Megoldasok

59939 40 9110 12 7 muveleti jeleket tettiik
kedviink szerint.

Lehet-e az eredmény 07

Megoldas

Hozzuk kozos nevezére az Osszeget. A kozos nevezd 23 -32-5-7-11 lesz. Az %-nak megfelel6 tag
szamléldja paratlan lesz, hiszen a kozos nevez6 nem oszthatd 8-ndl nagyobb ketté-hatvannyal. A t6bbi
tag szamlaléja viszont péaros lesz, hiszen nincs més 8-cal oszthaté nevezd. A szdmlaldék kozott tehat
pontosan egy péaratlan szam szerepel, ami azt jelenti, hogy a szamlalé biztosan paratlan. fgy nem lehet
0, ezért az egész Osszeg sem lehet 0.

. Egy n oldali sokszogrdl tudjuk, hogy barmely két szomszédos oldala merdleges egymasra, és oldalainak
hossza 1,2,...,n egység (nem feltétleniil ebben a sorrendben). Mennyi az n lehetséges legkisebb értéke?

Megoldas

Az n értéke csak paros lehet, hiszen felvéaltva lesznek , fligg6leges” és ,,vizszintes” oldalai. Arra is
sziikségiink van még, hogy az 1,2,...,n szamokat két egyenld elemszamu részre lehessen osztani ugy,
hogy a részek mindegyike két egyenld Gsszegii csoportra oszthaté. Ez sziikséges feltétel, hiszen a két nagy
csoportot a ,,fliggéleges” és a ,,vizszintes” oldalak adjak, és mar megallapitottuk, hogy a ,,vizszintes” és
,fuggbleges” oldalak szama egyenld. Kell azonban az is, hogy a ,,vizszintes” oldalakon beliil a ,,balra”
haladé oldalak (egy kijelolt koriiljaras szerint) ugyanolyan Osszhosszt adjanak, mint a ,,jobbra” haladdk.
Ennek az az oka, hogy a sokszognek zdrédnia kell. (Ugyanez igaz a ,fiigg6legeseknél” a , felfelé” és
,,lefelé” haladé oldalakra.) Ez utébbi miatt az is sziikséges, hogy az 1+ 2 + 3 + -+ 4+ n Osszeg paros
legyen. Nézziik a paros n-eket. Az n = 4 nem jé, mert bar az 6sszeg 10, de nem lehet egyenld Gsszegekre
bontani a két nagy csoportot, hiszen azokban csak egy-egy szadm szerepelhetne. Az n = 6 esetén az
142+ .-+ 6 Osszeg paratlan. Az n = 8 teljesit minden feltételt, és tobb ilyen sokszog is 1étezik. Egy
lehetséges konstrukcié az alabbi:




3. Egy szammisztikaval foglalkozé klub tagjai az 1,2, 3, ..., 11 szamok koziil némelyik szamot szerencsésnek,
a tobbit szerencsétlennek nevezik. A kovetkezoket arultédk el a szamaikrol:

e Ha egy szdm szerencsés, akkor az 6t Osszegben 12-re kiegészitd szam is szerencsés.
e Ha egy szdm szerencsés, akkor az osztoi is szerencsés szamok.
e Van paros szerencsés szam.

o A szerencsétlen szdmok szédma is szerencsétlen szam.

Hatarozd meg, hogy melyek a szerencsés szamok!

Megoldas

Mivel van péros szerencsés szam, ennek osztéja az 1 és a 2, igy ezek mindenképp szerencsés szamok.
Ebbdl kovetkezoen a 12 — 2 = 10 és a 12 — 1 = 11 is szerencsés. Mivel 10-nek osztéja, ezért az 5 is
szerencsés, emiatt viszont a 12—5 = 7 is az. Ekkor legfeljebb 5 darab szerencsétlen szam maradt. Mivel
az 1, 2, b szerencsés szamok, ezért szerencsétlen szambol csak 3 vagy 4 darab lehet. Ha a 6 szerencsés
lenne, akkor emiatt a 3 és emiatt a 9 is az lenne, vagyis 3-nal kevesebb szerencsétlen szam lenne, ami
lehetetlen. fgy a 6 szerencsétlen. A 4 és a 8, valamint a 3 és a 9 mindenképp egyiitt szerencsések vagy
szerencsétlenek. Igy a szerencsétlen szémok szama csak 3 lehet. Ekkor viszont a 3 (és a 9) szerencsétlenek,
tehat a 4 és a 8 szerencsések. Azaz a szerencsés szamok: 1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 11.

4. Egy vonalzérol lekopott a beosztasok jelentSs része, csak a 0, a, b, ¢, d centimétert jelz6 vonalak lathatoak,
ahol 0 < a < b < ¢ < d egész szdmok. Mekkora az a legnagyobb d érték, amelyre a vonalzéval 1-t61
d-ig minden egész centiméteres tavolsagot kézvetleniil le tudunk mérni? Bizonyitsd az allitdsod! (Egy
tavolsdgot akkor tudunk kézvetleniil lemérni, ha van a vonalzénak két beosztasa, amelyek tdvolsiga
éppen ekkora.)

Megoldas
A kovetkezd tavolsagokat tudjuk mérni:

a,b,e,d,b—a,c—b,d—c,c—a,d—b,d— a.

Ez legfeljebb 10 kiilonbozo érték, tehat d < 10. A d = 10 azt jelentené, hogy a fenti értékek mind
kiilonboznek. fgy a beosztasok kozotti kiillonbségek is mind méasok. Vagyis a szomszédos beosztasok
kozotti kiilonbségek éppen az 1,2, 3,4 szamok. Ha ugyanis lenne kozottiik legaldbb 5, akkor az 0sszegiik
legaldbb 1 4+ 2+ 3 4+ 5 = 11 lenne. Az 1 kiilénbség nem keriilhet sem a 2, sem a 3 mellé, mert akkor a
3, illetve a 4 kétféleképpen is mérhetd lenne. Vagyis az 1 kiilonbség csak a szélén lehet, mégpedig tgy,
hogy a 4 kiilénbség koveti.

Ekkor azonban a 2 és a 3 is egymaés mellé keriil, igy az 5 kétféleképpen is mérheté lesz. (14+4 = 2+3 = 5.)
Ad=9elérhetb aza=1,b=4, c =7 és d =9 beosztasokkal. Mérések: 1-et a 0 és a kozott, 2-t a ¢ és
d kozott, 3-at a és b kozott, 4-et 0 és b kozott, 5-6t b és d kozott, 6-ot a és ¢ kozott, 7-et 0 és ¢ kozott,
8-at a és d kozott, végil 9-et 0 és 9 kozott.
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44. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY

Orszigos dontd, 1. nap - 2015. m&ajus 29.

HETEDIK OSZTALY - Megoldasok

Az

1421+ 3! + ... 4 49!
szamnak mi a tizes szamrendszerbeli utolsé két szdmjegye? (Aholn!=1-2-3-...-(n—1)-n.)
Megoldas

Az Osszeg utolsod két szadmjegyét egyértelmilen meghatirozza az Gsszeadanddk utolsé két szamjegye.
A 10!-t6l kezdve minden faktoridlis oszthaté 100-zal (2, 5 és 10 szerepel a szorzatban), igy utolsé két
szamjegyik 00. Ezért elég az 1!+ 2! +. ..+ 9! Osszeget vizsgdlni. Az Osszeadanddk utolsé két szamjegye:
U=1,21=23"=6,4 =24 5/ =...20, 6! =...20, 7! = ...40, 8! = ...20, 9! = ...80. Ezek dsszege
... 13-ra végzodik. fgy az eredeti szam utols6 két szamjegye is 13.

. Pisti a sikot 100 kiilonbo6z6 egyenessel felosztotta tartomanyokra, majd beszinezte az dbrdjan a sokszoge-

ket. Hany olyan tartomany johetett létre, amelyet Pisti nem szinezett be? Mutass példat minden le-
hetOségre, és bizonyitsd, hogy mas nem lehet a nem szinezett tartomanyok szama.

Els6 megoldas

Ha az Osszes egyenes parhuzamos egymassal, akkor 101 tartomény keletkezik, amelyek egyike sem
sokszog. Ha 99 parhuzamos egyeneshez tesziink 1 metszd egyenest, akkor 200 tartomany keletkezik,
amelyek egyike sem sokszog. Megmutatjuk, hogy maés lehet6ség nincs a nem sokszog alakil részek
szamara. Mivel a csupa parhuzamos esetét mar vizsgéaltuk, tegyiik fel, hogy van az egyenesek kozott két
metszo. Belatjuk, hogy a keletkez6 tartomanyok koziil pontosan 200 nem sokszog. Minden egyenesen
keletkezik metszéspont, hiszen ha valamelyiken nem lenne, az azt jelentené, hogy az Gsszes t6bbi egyenes
vele parhuzamos. Emiatt barmelyik egyenest a metszéspontok két félegyenesre, és koztiik néhany (eset-
leg 0) szakaszra végnak szét. Igy osszesen 200 félegyenes keletkezik. A nem sokszog alaki tartoményok
éppen azok, amelynek hatarold alakzatai kozott félegyenes is taldlhatd, méghozza pontosan kett6. Min-
den félegyenes pontosan két (nem sokszog) tartoményt hatarol. fgy a nem sokszog alaku tartomanyok
szama megegyezik a félegyenesek szaméval, vagyis 200-zal.

Maiasodik megoldas

Tegyiik fel, hogy vannak az egyenesek kozott metszok. Ekkor barmely egyenesen van metszéspont,
hiszen ha az egyiken nem lenne, akkor az Osszes egyenes parhuzamos lenne vele. Vegyiink egy olyan
kort, amely a belsejében tartalmazza az egyenesek Osszes metszéspontjat. A korvonal minden olyan
tartomanyba belemetsz, ami nem sokszog, és csakis azokba (hiszen a sokszogek a belsejében vannak). A
kort mindegyik egyenes két pontban metszi, igy rajta 200 koriv keletkezik. Egy ilyen koriv végpontjai
vagy egy egyenesen vannak, vagy két metsz6 egyenesre illeszkednek, vagy két parhuzamos egyenesre
illeszkednek. Utébbi esetben van olyan egyenes, ami mindkét parhuzamost metszi. Mivel metszéspontok
csak a kor belsejében lehetnek, az igy adodd egy, két vagy harom egyenes elvalasztja a korivet az Gsszes
tobbi korivtol. fgy barmely két koriv kiilonb6z6 tartomanyban van, tehat 200 olyan tartomény van, ami
nem sokszog. Ha pedig minden egyenes parhuzamos, akkor 101 tartoméany keletkezik, amelyek egyike
sem sokszog. fgy 101 vagy 200 ilyen tartomany van.
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3. Egy tablan mindig egyetlen szam lathato, kezdetben ez a szam az 1. Egy 1épésben a tablan 1év6 szamot
novelhetjiik 1-gyel, vagy a reciprokat vehetjiik. Mutasd meg, hogy elérhet6 a fenti 1épések alkalmazasaval,
hogy a tablan a 17/2015 legyen lathato.

Megoldas
Gondolkodjunk visszafelé! A 17/2015 eléallitashoz elég a % = 118%—6‘5 elallitani. Ezt megkaphatjuk
az 1-gyel novelés ismételt alkalmazdséval a --b8l. Ez utébbihoz elég a 1 = 15-et eldallitani. Ezt pedig

megkaphatjuk 1-gyel noveléssel a %—b(ﬁl. Ehhez elég a %—ot eldallitani, amely 1-gyel noveléssel kaphaté
az %—bél. Az l-et 7-szer megnovelve, majd a reciprokat véve megkapjuk az %—ot, tehat elérheto, hogy

a 17/2015 legyen a tablan.

4. Adott 6 egységsugari korlap, melyek az alabbi dbra szerint érintik egymaést.

Szerkesztend6 két kiilonboz6 egyenes, amelyek mindegyike felezi a 6 korlapbol all6 alakzat teriiletét. Ird
le a szerkesztés menetét. A szerkesztést nem kell végrehajtani, de indokolni kell, hogy a kapott egyenesek
miért felezik az alakzat teriiletét.

Els6 megoldas

Az AD egyenes nyilvanvaldan felezi az alakzat teriiletét. Az DF szakasz, valamint az D és F kozépponti
korok kozos pontja legyen H. Ez a pont az emlitett két korbdl allé alakzatnak szimmetria-kozéppontja.
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Igy az H-n 4thaladé egyenesek felezik ennek a két kornek a teriiletét. Legyen az AC szakasz fe-
lezépontja T. Ez a pont az A és C' kdzéppontu kérokbdl allé alakzat szimmetriakdzéppontja, igy a rajta
athaladé egyenesek felezik ennek a két kornek a teriiletét. A HT egyenes elvalasztja egymdéstol a B és
F kozéppontu koroket, hiszen az ket tartalmazd negyedsikokat is elvalasztja (szaggatott egyenesek).
Igy a HT egyenes mindharom korpart két egyenld teriiletii részre osztja, tehat felezi a hat korbél 4116
alakzat teriiletét.

Masodik megoldas

Az AD egyenes nyilvanvaléan felezi az alakzat teriiletét. Az C'F szakasz, valamint az C és F' kozéppontu
korok kozos pontja legyen X. Ez a pont az emlitett két korbdl allé alakzatnak szimmetria-kozéppontja.
Igy az X-en 4thaladé egyenesek felezik ennek a két kirnek a teriiletét. Legyen az AE és a BD szakaszok
metszéspontja Y. Ez a pont az A, B, D, FE sugard korokbél all6 alakzatnak a szimmetria-kézéppontja.
fgy az Y-on athalado egyenesek felezik a fenti 4 korbdl allé alakzatnak a teriiletét. Mivel az XY
egyenesre mindkét felezési tulajdonsdg teljesiil, ezért ez az egyenes felezi a hat korbél allé alakzat
tertiletét.

Harmadik megoldas

()
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Az AD egyenes nyilvanvaldan felezi az alakzat teriiletét. A CD szakasz, valamint a C' és D kézépponti
korok kozos pontja legyen P. Ez a pont az emlitett két korbol allé alakzatnak szimmetria-kézéppontja.
fgy az P-n athaladé egyenesek felezik ennek a két kornek a teriiletét. A BE szakasz, valamint a B
és E kozéppontu korok kozos pontja legyen Q. Ez a pont pedig ennek a két korbdl allé alakzatnak
szimmetria-kozéppontja. fgy a Q-n athaladé egyenesek felezik ennek a két kornek a teriiletét. A PQ
egyenes tehat mind a C' és D, mind a B és E kozéppontu korok teriiletét felezi, és nyilvanvald, hogy az
A és F kozéppontui korok az egyenes kiilonb6z6 oldaldn vannak, igy a PQ egyenes felezi a 6 korbdl allo
alakzat teriiletét.

Negyedik megoldas

Az AD egyenes nyilvanvaléan felezi az alakzat teriiletét. Az AD szakasz, valamint az A és D kézépponti
korok kozos pontja legyen R. Ez a pont az emlitett két korbol 4ll6 alakzatnak szimmetria-kozéppontja.
fgy az R-en athaladé egyenesek felezik ennek a két kornek a teriiletét. Ha olyan egyenest hiizunk R-en
at, amelynek egyik oldalan lesznek teljes egészében a B és E, a masikon a C és F' kozépponti korok,
akkor ez az felezi a 6 korbdl allo alakzat teriiletét. Egy ilyen egyenes szerkesztése: az AB szakasz
segitségével megkaphaté az A és B kozéppontu korok érintési pontja (G), ugyanigy a DE szakasszal a
D és E kozéppontu korok érintési pontja (H). A BE félegyenes és az E kozépponti kor B-t6l tavolabbi
metszéspontja legyen I. Az I-b6l GH egyenesre allitott merdleges talppontja legyen J. Ekkor az RJ
egyenes nyilvanvaléan megfeleld.

. Két rablé a kovetkez6 modon osztozkodik a zsdkmdényolt aranytallérokon: ,,1 neked, 2 nekem, 3 neked,
4 nekem stb.”, amig az aranytallérokbdl futja. A végén a soron kovetkez6 rablé megkapja a maradék
aranytallérokat. Tudjuk, hogy 1000 aranytallérnél kevesebb volt a zsdkményuk, és azt is, hogy az osz-
tozkodas végén mindkét rabld egyforma szamu aranytallért kapott. Legfeljebb hany aranytallér lehetett
a zsakmany?

Els6 megoldas

Mivel egy 1épésparban a mésodik rablé mindig 1-gyel tobb tallért kap, 2k szamu teljes 1épés utan k-val
tobb aranya van. Az utolsé (csonka) 1épéspar innen kétféleképp adhat egyenldséget: vagy az els6 kap k
darabot és ezzel vége, vagy az els6 kap 2k + 1-et és a masodik k + 1-et. Az elsd esetben

(2k + 1)2k

1+2+.. +2k+k= +k=02k+Dk+k=2kE+1)
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a tallérok szdma, a mésodik esetben pedig

(2k +2)(2k + 1)

142+ . +2k+1+k+1= 5

th4+1=(k+1)Q2k+1)+k+1=2(k+1)(k+1).

A 2k(k + 1) alakd szamokbdl 1000 alatt a 2 - 21 - 22 = 924 a legnagyobb, a 2(k + 1)(k + 1) alakiakbdl
pedig a 2 - 22 - 22 = 968. Tehat legfeljebb 968 tallér lehetett a zsakmény.

Masodik megoldas

Nevezziik A-nak a rablét, aki 1 aranytallért kap, B-nek a méasikat. Kétféle médon &dllhat elé a feladatban
leirt helyzet: vagy mindkét rablé n-szer kap aranytallért, és A kapja a maradékot, vagy A n-szer, B n—1-
szer kap aranytallért, és B kapja a maradékot. Az els6 esetben B zsdkmdanya 24+4+6-+...4+2n = n(n+1)
aranytallér. Ez az eset meg is valosulhat, mert a maradék, ami A-nak jut, 2+4+6+ ... +2n — (1 +
3+ ...42n — 1) = n, ami kevesebb, mint 2n + 1. Ekkor a a zsdkmény 2n(n + 1) aranytallér, melynek
legnagyobb lehetséges 1000-nél kisebb értéke a 924 (n = 21 esetén). A mdsodik esetben A zsdkmdanya
1+3+...4+2n—1 = n? aranytallér. A B-nek juté maradék 1+3+...4+2n—1—(2+4+...+2n—2) = n,
és ez lehetséges, mert kevesebb, mint 2n. Ekkor a teljes zsdkmény 2n?, melynek legnagyobb lehetséges
1000-nél kisebb értéke 968 (n = 22 esetén). Tehat a feladat kérdésére a valasz: 968 aranytallér.

Harmadik megoldas a versenyzok dolgozatai alapjan

Nézziik meg, hany teljes korbél allhatott az osztozkodds. 43 teljes kor esetén a teljes korok végén az
els6é rabld 1+ 3 4 ... + 43 = 222 = 484 aranyat kapott, a masodik rablé pedig konnyen lathaté médon
22-vel kevesebbet, azaz 462 aranyat. Az egyenloséghez a masodik rablénak még 22 aranyat kell kapnia,
ami lehetséges, mert a teljes kor 44 aranybdl allna. Ez Osszesen 968 arany. Ha legfeljebb 42 teljes kor
volt, a kiosztott aranyak szama kevesebb, mint 1+42-+...4+43=484+462=946. Ha legalabb 44 teljes kor
volt, akkor a masodik rablé legaldbb 24-4+4-...4+44=>506 aranyat kapott, és mivel az elsének is legalabb
ennyit kellett kapnia, igy Osszesen 1000-nél tobb aranyat kaptak, ami kizart. fgy a feladat kérdésére a
valasz: 968 aranytallér.

Negyedik megoldas a versenyzok dolgozatai alapjan

Az aranytallérok szdma akkor a lehetd legnagyobb, ha az osztozkodasi lépések szdma is a lehet6 legna-
gyobb. Tegylk fel, hogy n lépés torténik, ahol az utolséndl mar nem feltétleniil kap pontosan n tallért
(csak k-t) a soron kovetkezd. Ekkor a kiosztott aranyak szama

(n—1)

1424, 4n—1+4+k=" — +k < 1000,

ahol 0 < k < n+1. A legnagyobb @ alaktd szam 1000 alatt a % = 990. Ekkor a 45. 1épésben
legfeljebb 9 aranyat kaphatna az elsé kaléz. Azonban addig 1épésparonként mindig 1-gyel né az aranyak
kiilonbsége a masodik kal6z javéra, igy ezt a 22 aranytalléros kiilonbséget az utolsé 1épés nem tudja
kiegyenliteni. fgy az osztozkodas legfeljebb 44 1épéses lehet. Ekkor az els6 42 1épésben % = 903 arany
osztédik ki gy, hogy a mésodikhoz 21-gyel tobb keriil. A 43. 1épésben az elsé kap 43-at (igy néla lesz
22-vel tobb), majd a 44. lépésben a masodik 22-t, ezzel egyenléség lesz. A kiosztott aranyak szdma igy

903 + 43 4 22 = 968, ez a zsdkmany maximalis értéke.
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44. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY

Orszagos dontd, 2. nap - 2015. m&ajus 30.

HETEDIK OSZTALY - Megoldasok

1. Adott egy kor kertletén 8 pont, A, B,C,D,E, F,G, H.

H A
G

E D

Hény olyan konvex sokszog létezik, amelynek az AD szakasz atldja, csucsai pedig a nyolc pont kozil
kertilnek ki?

Megoldas

Mivel AD a sokszog atloja, ezért mindkét oldalan van legalabb 1 csticsa a sokszognek. A B és C pontokat
tartalmazé {vrél igy 3-féleképpen vélaszthatunk (C, D, CD). Az E, F, G, H pontokat tartalmazé {vrél
pedig 2* — 1 = 15-féleképpen (E, F, G, H, EF, EG, FH, FG, FH, GH, EFG, EFH, EFH, FGH,
EFGH). Mivel a két vélasztas fliggetlen, Gsszesen 3 - 15 = 45 ilyen sokszog 1étezik.

2. Egy szammisztikaval foglalkozé klub tagjai az 1,2, 3, ..., 11 szdmok koziil némelyik szamot szerencsésnek,
a t6bbit szerencsétlennek nevezik. A kovetkezoket arultédk el a szamaikrol:

e Ha egy szam szerencsés, akkor az 0t Gsszegben 12-re kiegészit6 szam is szerencsés.
e Ha egy szam szerencsés, akkor az osztéi is szerencsés szamok.
e Van paros szerencsés szam.

o A szerencsétlen szdmok szdma is szerencsétlen szam.

Hatarozd meg, hogy melyek a szerencsés szamok!

Megoldas

Mivel van paros szerencsés szam, ennek osztéja az 1 és a 2, igy ezek mindenképp szerencsés szamok.
Ebbol kovetkezéen a 12 —2 = 10 és a 12 — 1 = 11 is szerencsés. Mivel 10-nek osztéja, ezért az 5 is
szerencsés, emiatt viszont a 12 —5 = 7 is az. Ekkor legfeljebb 5 darab szerencsétlen szam maradt. Mivel
az 1, 2, b szerencsés szamok, ezért szerencsétlen szambdl csak 3 vagy 4 darab lehet. Ha a 6 szerencsés
lenne, akkor emiatt a 3 és emiatt a 9 is az lenne, vagyis 3-nal kevesebb szerencsétlen szam lenne, ami
lehetetlen. fgy a 6 szerencsétlen. A 4 és a 8, valamint a 3 és a 9 mindenképp egyiitt szerencsések vagy
szerencsétlenek. Igy a szerencsétlen szamok szdma csak 3 lehet. Ekkor viszont a 3 (és a9) szerencsétlenek,
tehét a 4 és a 8 szerencsések. Azaz a szerencsés szamok: 1, 2,4, 5,7, 8, 10, 11.
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3. Hény négyzetszam van az 1476, 14076, 140076, 1400076, 14000076, . .. végtelen szamsorozatban?

Els6 megoldas
A sorozat minden tagja 14 - 10¥ + 70 + 6 alaki, ezért 7-tel osztva 6-ot ad maradékul. Nézzik a
négyzetszamok 7-es maradékait. A maradékok szorzési szabdlya alapjan:

n 7-es maradéka | n? 7-es maradéka
0 0-0=0
1-1=1
2-2=4
3:3=9—>2
4-4=16 — 2
5-5=25—4
6-6=36—1

Lathato, hogy négyzetszam 7-es maradéka sosem lesz 6, igy a sorozatban nincs négyzetszam.

S U W N~

Masodik megoldas

A sorozat tagjal 76-ra végzddnek, ezért oszthatdak 4-gyel. Egy 4-gyel oszthaté szam pontosan akkor
négyzetszam, ha a negyede is az. 4-gyel elosztva a tagokat a 369, 3519, 35019, 350019, 3500019, . .. soro-
zatot kapjuk. A 369 konnyen ellenérizhetOen nem négyzetszam, a sorozat minden tovabbi tagja pedig
19-re végzddik, és ezért 4-gyel osztva 3 maradékot ad. Négyzetszam 4-es maradéka viszont csak 0 vagy
1 lehet. Igy ebben a sorozatban nincs négyzetszam, tehét az eredetiben sincs.

4. Az ABCD téglalapban AB = 7 és BC = 4. Az A kozépponti AB sugard kor a C'D oldalt E-ben
metszi. A téglalap belsejében 1évé BE koriv felezépontja F. Az F pontbdl AB-re, illetve AD-re llitott
merélegesek talppontjai G és H. Mekkora az AGF H téglalap teriilete?

Els6 megoldas

Az AF egyenes az ABE egyenl6 szaru haromszog szarszogének szogfelezbje, ezért siulyvonal is egyben.
Legyen BFE felezépontja M, ekkor Tapp = 2 - Taprp. Az ABF haromszog is egyenl6 szaru, az AB és
AF szarakhoz tartozé magassagai F'G és BM, ezek is egyenldk. fgy az AGF és AM B héromszogek
egybevagdak, mert két oldalban (AF = AB, FG = BM) és a nagyobbikkal szemkozti szogben (90°)
megegyeznek.

Tagran =2 -Tagr =2 -Tamp = TABE
Az ABE héromszdg AB oldalhoz tartozé magasséganak hossza megegyezik a BC oldal hosszéval. Igy

AB-BC 7-4
2 2

14.

Tacru = TaABE =
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H F
K M
A J G B

Masodik megoldas
(Sok Pitagorasz-tétellel.) Az AED derékszogli hdromszogh6l a DE befogd hossza /49 — 14 = /33, igy
EC =7-+33. A BEC derékszogii haromszogbdl a BE atfogd hossza:

BE = \/(7—\/@2“6: \/98—14\/£

Mivel BM = BE/2, az eddigiekhez hasonléan

AM = /49 — BE?/4 = \/49—24,5+3,5¢?= \/24,5+3,5\/ﬁ.

Az M pontbdl merélegest allitunk AB-re és AD-re: igy kapjuk J-t és K-t. Kénnyen lathaté, hogy
MJ=2¢é MK = 3,54+0.5v33. Igy az AJM K téglalap teriilete 74++/33. AJM K és AGF H hasonldak,
a hasonl6sdg ardnya AF/AM = 7//24,5 + 3,5v/33, azaz a teriiletek ardnya

(AF/AM)?* = 49/(24,5 + 3,5V/33) = 98/(49 + 7v/33) = 14/(7 + V/33).

Igy végiil a keresett teriilet: (7 + v/33) - 14/(7 4+ v/33) = 14.
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44. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY

Orszigos dontd, 1. nap - 2015. m&ajus 29.

NYOLCADIK OSZTALY - Megoldssok

1. A sakktébléan pirosra van szinezve 3 mez6. Szeretnénk elérni, hogy barmely piros mezérél barmely mésik
piros mezdre el lehessen jutni dgy, hogy csak piros mezdket érintiink, és mindig oldallal szomszédos
mezdére 1épiink tovabb. Mutassuk meg, hogy ehhez legfeljebb 12 tovabbi mez&t kell pirosra szinezni!

Megoldas

1. eset: Tegyiik fel, hogy a 3 piros mezd harom kiillonb6z6 oszlopban van. Vegytik azt az oszlopot, amelyik
a harom mez6 oszlopa koziil a kozépso, és ebben minden mez6t szinezziink pirosra: ez eddig legfeljebb
7 mez6. A masik két mez6tol sétaljunk el vizszintes irdnyban eddig az oszlopig: az érintett mezoket
szinezzik pirosra: ez legfeljebb 8-3=5 piros mezo. fgy legfeljebb 74+5=12 mez0t szineztlink pirosra, és a
feladat feltételeit teljesitettiik. 2. eset: a 3 piros mez6 koziil legaldbb ketto egy oszlopban van. Vegyiik
azt az oszlopot, amelyikben legaldbb két piros mez6 van, és ezt szinezziik pirosra: igy legfeljebb 6 mez6t
szineztiink eddig pirosra. A harmadik piros mezé oszlopatdl sétaljunk el eddig az oszlopig, és az utunk
soran érintett mezoket szinezziik pirosra. fgy legfeljebb tovabbi 6 mezét szineztiink pirosra. A kapott
legfeljebb 64+6=12 mez6 teljesiti a feladat feltételeit.

2. Mennyi lehet p + q és p? + ¢ legnagyobb kozos osztéja, ahol p és ¢ két kiilonbozé pozitiv primszam?

Els6 megoldas

Ha az r primszam osztja a p+ ¢ és a p® + ¢* szamot, akkor osztja a (p+ ¢)% — (p? + ¢°) = 2pq szémot is.
A 2pq szam primosztoi: 2, p és q, igy r csak ezek egyike lehet. p és ¢ nem jon széba, hiszen ha példaul p
osztja p + g-t, akkor ¢-t is osztania kéne, ami lehetetlen, hiszen p és ¢ két kiilonb6z6 pozitiv primszam.
fgy r csak a 2 lehet. A 4 mér nem oszthatja p® + ¢2-et, hiszen a 4-es maradék vizsgilata alapjin ez
csak péaros p és ¢ mellett lenne lehetséges, de ekkor p = ¢ = 2, amit a feladat szovege kizart. Tehat a
két szam legnagyobb kozos osztdja csak 1 vagy 2 lehet, és ezekre van is példa: az elsd esetben pl. p = 2
és ¢ = 3, a masodik esetben pedig p =3 és ¢ = 5.

Masodik megoldas

Ha d jeldli a legnagyobb kozos osztét, akkor d osztja (p + q)(p — q) = p? — ¢*-et is. Ezek szerint
d|(p?® — ¢®) + (p* + ¢®) = 2p% és d|(p* + ¢*) — (p* — ¢%) = 2¢°. Mivel p és q kiilonboz6 pozitiv primek,
igy 2p? és 2¢° legnagyobb kozos osztédja 2, azaz d-nek osztania kell a 2-t, igy csak 1 vagy 2 lehet. Az
el6z6 megoldasban lattuk, hogy ez a két eset meg is valésul. Megjegyzés

Az utolsé 1 pont akkor is jar, ha a versenyzé példat mutat a két eshetOségre.

3. Igaz-e, hogy 20 egymast kovetd egész szambdl mindig kivalaszthatd 10 1gy, hogy a kivalasztott szamok
Osszege relativ prim legyen a nem kivalasztott szamok Osszegéhez?

Megoldas

Igen, igaz. Legyen a 20 egymast koveto egész szam a — 9,a — 8, ...,a,a + 1,...,a + 10. Ezek Osszege
20a + 10. Célunk az, hogy a két oOsszeg 10a + 3 és 10a + 7 legyen. Kz a két szam valéban relativ
prim, mert a legnagyobb ko6z0s osztdjuk osztja a kiillonbségliket, a 4-et is, igy csak 1, 2 vagy 4 lehet, de
mivel mindkét szam paratlan, igy a 2 és a 4 nem lehet koz0s osztd. Ez a kettéosztas megvaldsithato.
Az egyik csoport: a — 9,a — 8,a — 7,a — 6,a — 5,a + 5,a + 6,a + 8,a + 9,a + 10, a masik pedig:
a—4,a—3,a—2,a—1a,a+ 1,a+ 2,a+ 3,a+4,a + 7. Megjegyzés 1 pont akkor is jar, ha a
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10a + 3 és a 10a + 7 helyett a versenyzé két olyan szdmot mond, melyek 6sszege 20a + 10, és a értékétol
fiiggetlentil relativ primek (nem kell, hogy a két szam kettéosztassal megvaldsithaté legyen). Ha megfelel
kettéosztast is mutat, még 1 pont jar az el6zé 1 pont mellé.

. Két rablé a kovetkezé modon osztozkodik a zsakményolt aranytallérokon: ,,1 neked, 2 nekem, 3 neked,
4 nekem stb.”, amig az aranytallérokbdl futja. A végén a soron kovetkezd rablé megkapja a maradék
aranytallérokat. Tudjuk, hogy 1000 aranytallérnal kevesebb volt a zsakményuk, és azt is, hogy az osz-
tozkodas végén mindkét rabld egyforma szamu aranytallért kapott. Legfeljebb hany aranytallér lehetett
a zsdkmany?

Els6 megoldas

Mivel egy 1épésparban a masodik rablé mindig 1-gyel tobb tallért kap, 2k szdmu teljes 1épés utan k-val
tobb aranya van. Az utolsé (csonka) lépéspar innen kétféleképp adhat egyenldséget: vagy az els6 kap k
darabot és ezzel vége, vagy az elsé kap 2k + 1-et és a masodik k + 1-et. Az elsé esetben

(2k + 1)2k

142+ . +2k+k= 5

th=2k+Dk+k=2kk+1)

a tallérok szama, a masodik esetben pedig

(2k+2)(2k+1)
2

A 2k(k + 1) alakd szamokbdl 1000 alatt a 2 - 21 - 22 = 924 a legnagyobb, a 2(k + 1)(k + 1) alakiakbdl
pedig a 2 - 22 - 22 = 968. Tehat legfeljebb 968 tallér lehetett a zsakmany.

Maiasodik megoldas

Nevezziik A-nak a rablot, aki 1 aranytallért kap, B-nek a masikat. Kétféle médon allhat eld a feladatban
leirt helyzet: vagy mindkét rablé n-szer kap aranytallért, és A kapja a maradékot, vagy A n-szer, B n—1-
szer kap aranytallért, és B kapja a maradékot. Az els6 esetben B zsdkmanya 2+4+6+...4+2n = n(n+1)
aranytallér. Ez az eset meg is valésulhat, mert a maradék, ami A-nak jut, 2+4+4+6+ ... +2n — (1 +
34 ...+ 2n—1) =n, ami kevesebb, mint 2n + 1. Ekkor a a zsakmdany 2n(n + 1) aranytallér, melynek
legnagyobb lehetséges 1000-nél kisebb értéke a 924 (n = 21 esetén). A maésodik esetben A zsdkmdanya
1+3+...4+2n—1 = n? aranytallér. A B-nek juté maradék 1+3+...4+2n—1—(2+4+...+2n—2) = n,
és ez lehetséges, mert kevesebb, mint 2n. Ekkor a teljes zsdkméany 2n2, melynek legnagyobb lehetséges
1000-nél kisebb értéke 968 (n = 22 esetén). Tehat a feladat kérdésére a valasz: 968 aranytallér.

142+ . +2k+1+k+1=

+Ek+1=Gk+1D)QRk+1)+k+1=2(k+1)(k+1).

Harmadik megoldéas a versenyzik dolgozatai alapjan

Nézziik meg, hany teljes korbdl allhatott az osztozkodés. 43 teljes kor esetén a teljes korok végén az
els6 rablé 14 3 + ... + 43 = 222 = 484 aranyat kapott, a masodik rablé pedig kénnyen lathaté médon
22-vel kevesebbet, azaz 462 aranyat. Az egyenl0séghez a masodik rablénak még 22 aranyat kell kapnia,
ami lehetséges, mert a teljes kor 44 aranybdl allna. Ez Osszesen 968 arany. Ha legfeljebb 42 teljes kor
volt, a kiosztott aranyak szama kevesebb, mint 1+42+...4+-43=484+462=946. Ha legaldbb 44 teljes kor
volt, akkor a masodik rablé legaldabb 2+4-4+4-...4+44=>506 aranyat kapott, és mivel az elsének is legalabb
ennyit kellett kapnia, igy 6sszesen 1000-nél t6bb aranyat kaptak, ami kizart. fgy a feladat kérdésére a
valasz: 968 aranytallér.

Negyedik megoldas a versenyz6k dolgozatai alapjan

Az aranytallérok szdma akkor a lehetd legnagyobb, ha az osztozkodasi 1épések szdma is a lehet6 legna-
gyobb. Tegylk fel, hogy n lépés torténik, ahol az utolséndl mar nem feltétleniil kap pontosan n tallért
(csak k-t) a soron kovetkezd. Ekkor a kiosztott aranyak szama

(n—1)

1424 . 4n—1+4+k=" o +k < 1000,
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ahol 0 < k£ <n+4 1. A legnagyobb @ alakt szam 1000 alatt a % = 990. Ekkor a 45. 1épésben
legfeljebb 9 aranyat kaphatna az els6 kaléz. Azonban addig 1épésparonként mindig 1-gyel n6 az aranyak
kiilonbsége a masodik kaléz javara, igy ezt a 22 aranytalléros kiillonbséget az utolsé 1épés nem tudja
kiegyenliteni. fgy az osztozkodas legfeljebb 44 1épéses lehet. Ekkor az elsé 42 1épésben % = 903 arany
osztédik ki gy, hogy a masodikhoz 21-gyel t&bb kertil. A 43. 1épésben az els6 kap 43-at (igy néla lesz
22-vel tobb), majd a 44. lépésben a masodik 22-t, ezzel egyenléség lesz. A kiosztott aranyak szdma gy

903 + 43 4 22 = 968, ez a zsdkmany maximalis értéke.

. Egy hegyesszogii haromszog oldalfelez6 pontjaibdl merolegeseket allitottunk a masik két oldalra. A 6
merdleges altal kozrezart hatszog teriilete hanyadrésze a haromszog teriiletének?

Els6 megoldas

Allftsunk merolegeseket az oldalfelez6 pontokbdl a felez6pontot tartalmazoé oldalakra. A kapott harom
merdleges egy ponton megy at, a haromszog koriilirt korének kézéppontjan, melyet jeloljon O. Az ol-
dalfelez6 pontokat kossiik 0ssze O-val. A kapott hdrom szakasz hatszogiinket harom parallelogrammaéra
bontja (hiszen mindhdrom kapott négyszognek két-két parhuzamos oldalparja van). Behizva a pa-
rallelogrammak O pontot nem tartalmazoé atléit azonnal adddik, hogy a hatszog teriilete dupldja az
oldalfelezé pontok &ltal alkotott haromszognek. Mivel a kozépvonalak négy egybevagd haromszogre
bontanak egy haromszoget, igy az oldalfelezd pontok altal alkotott haromszog teriilete negyede az ere-
deti haromszog teriiletének, tehat a hatszog teriilete fele az eredeti haromszog teriiletének.

C

A B

Masodik megoldas a versenyzok dolgozatai alapjan

Jelolje D, E és F' a megfelel6 oldalak felezépontjait. Allitsunk merolegest az A csicsbdl a DF kozépvonalra.
Vegylik észre, hogy ez az egyenes tartalmazza a hatszog dbran P-vel jelolt cstcsat, hiszen ez a P pont az
ADF haromszog magassagpontja, mert rajta van a haromszog D-bdl és F-bol indulé magassagvonalan.
Hasonléan igazolhatd, hogy a R és QQ az CEF és a BDFE haromszog magassdgpontja. Az FRE ésa DQB
haromszog egybevédgd, hiszen FR parhuzamos D@-val (mindketté meréleges BC-re), RE péarhuzamos
Q@ B-vel (mindketté merdleges AC-re), és CE és DB parhuzamosak és egyforma hossziak (a kozépvonal
jol ismert tulajdonsdga miatt). Hasonléan elmondhaté, hogy az F'PD és az EQ B haromszog egybevagd.
fgy tehat a hatszog teriilete felirhaté a kovetkezdképpen:

Tper+TpEQ+TEFR+TrDP = TDEF+1TDEQ+TBDQ+TEBQ = TDEF+TEDB = 2-TABC/4 = TABC/2.

Azaz a hatszog teriilete a haromszog teriiletének a fele.
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44. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY

Orszagos dontd, 2. nap - 2015. m&ajus 30.

NYOLCADIK OSZTALY - Megoldssok

1. Az ABC héaromszoégben a B csicsbdl indulé szogfelez6 az AC oldalt az E pontban metszi. Tudjuk, hogy
a BFE A sz0g nagysaga 45°. Vegyiik fel a BC oldalon az F pontot gy, hogy BF = BA legyen. Mekkora
az FF A sz0g nagysaga?

Megoldas

Mivel a AF' B hiromszog egyenlészar, igy a B csticsbdl indulé szogfelezd egyben felezOmerdlegese is az
AF szakasznak. Ez azt jelenti, hogy FE = AE. Igy az AFE hiromszog egyenld szart. Az eddigiek
alapjan A tiikérképe a BE egyenesre F, gy AEF< = 2-45° = 90°. Igy végiil EF A< = (180°—90°)/2 =
45°.

C

B

2. Egy 8 x 8-as sakktablan a kovetkezd jatékot jatssza két jatékos: az elsé jatékos elhelyezi a kirdlyt a
tébla egyik mez6jén, majd felvaltva lépnek a kirallyal (az elsé 1épést a kirallyal a mésodik jatékos teszi).
Olyan mezore szabad csak 1épnie a soron kovetkez6 jatékosnak, ahol a kirdly még nem jart. Az a jatékos
veszit, aki mar nem tud lépni. Melyik jatékosnak van nyer6 stratégidgja? Adj meg egy nyer6 stratégiat!
(A kirallyal egy 1épés sorén egy él- vagy egy csucsszomszédos mezére szabad 1épni.)

Megoldas

A masodik jatékosnak van nyero stratégidja. Osszuk fel a sakktablat 1 x 2-es tégla-lapokra. A méasodik
jatékos stratégidja a kovetkezd: akdrhova 1ép az elsé jatékos (illetve kezdetben helyezi a kirdlyt), 6 a
mezot tartalmazdé 1 x 2-es téglalap masik mezojére 1ép. Ez valdoban nyero stratégia: a méasodik jatékos
minden lépése utan igaz az, hogy a kijelolt 1 x 2-es téglalapokban vagy mindkét mezoén jart a kirdly,
vagy egyiken sem, és igy az elsO jatékos csak ugy tud lépni, hogy egy eddig nem érintett téglalapba
belép. fgy viszont a masodik jatékos mindig tud 1épni az els6 jatékos 1épése utan, és mivel a jaték véges
sok lépésben véget ér, az elsé jatékos fog elakadni.

3. Az ABCD téglalapban AB = 7 és BC = 4. Az A kozéppontu AB sugaru koér a C'D oldalt E-ben
metszi. A téglalap belsejében 1évé BE koriv felezopontja F. Az F pontbdl AB-re, illetve AD-re allitott
merolegesek talppontjai G és H. Mekkora az AGF H téglalap teriilete?

Els6 megoldas
Az AF egyenes az ABE egyenld szaru haromszog szarszogének szogfelezdje, ezért sulyvonal is egyben.
Legyen BE felezépontja M, ekkor Tapr = 2 - Tapp. Az ABF héromszog is egyenld szaru, az AB és
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AF szarakhoz tartozé magassagai F'G és BM, ezek is egyenldk. fgy az AGF és AM B haromszogek
egybevéagdak, mert két oldalban (AF = AB, FG = BM) és a nagyobbikkal szemkozti szogben (90°)
megegyeznek.

Tagra =2 -Tagr =2 -Tamp =TABE
Az ABE haromszog AB oldalhoz tartozé magassdganak hossza megegyezik a BC' oldal hosszaval. fgy

AB-BC T-4

T =T = 14.
AGFH ABE 5 5
D FE C
H F
K M
A J GB

Masodik megoldas
(Sok Pitagorasz-tétellel.) Az AED derékszogli hdromszogh6l a DE befogd hossza /49 — 14 = /33, igy
EC =7-+/33. A BEC derékszogii haromszogbdl a BE atfogd hossza:

BE = \/(7—\/@)2“6: \/98 — 14+/33.

Mivel BM = BE/2, az eddigiekhez hasonléan

AM = /49 — BE?/4 = \/49— 24,5 + 3,5v/33 = \/24,5+3,5\/33.

Az M pontbdl merdlegest allitunk AB-re és AD-re: igy kapjuk J-t és K-t. Konnyen lathaté, hogy
MJ=2¢é MK =3,54+0.5v/33. Igy az AJM K téglalap teriilete 74++/33. AJM K és AGF H hasonléak,
a hasonldsdg ardnya AF/AM = 7/+/24,5+ 3,5v/33, azaz a teriiletek ardnya

(AF/AM)?* = 49/(24,5 + 3,5V/33) = 98/(49 + 7V/33) = 14/(7 + V/33).

Igy végiil a keresett teriilet: (7 + v/33) - 14/(7 4+ v/33) = 14.

. Egy teremben 20 ember van, akik kézott eddig nem tortént kézfogas. A terembe 5 percenként belép egy
1j ember, és kezet fog pontosan két jelenlévovel. Azonban barmelyik résztvevd a harmadik kézfogasa
utan rogton elhagyja a termet és tobbé nem tér vissza. Bizonyitsd be, hogy egy idé utan valaki egyedil
marad a teremben!

Els6 megoldas
Tegytk fel indirekt médon, hogy senki nem marad egyediil a teremben. Ekkor mindig be tud lépni
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egy 1j ember a terembe, tehat az is lehetséges, hogy 60 1j ember belép a terembe. Ekkor a kézfogasok
szama a 60. ember belépése utdn pontosan 120 (a belépé emberek nézépontjabdl szémolva). A 1épés
végén a teremben maradé emberek sziama legyen n, igy eddig 80 — n ember tavozott a terembdl. A
teremben maradt emberek mindegyike legfeljebb két emberrel fogott kezet, a tavozottak mindegyike
pedig pontosan hdrommal, {gy a kézfogdsok szama legfeljebb (2n 4 3(80 —n))/2 = (240 — n)/2. Tehat
120 < (240 — n)/2, azaz n < 0, ami ellentmondds, hiszen az jonnan érkez6 ember mindig benn marad
a teremben. Az ellentmondas igazolja az allitast.

Masodik megoldas

Egy adott helyzetben jelolje a a teremben 1évé emberek szamat, akik még senkivel nem fogtak kezet,
b a teremben 1év6 emberek szamat, akik pontosan egy emberrel fogtak kezet, ¢ pedig a teremben 1évo
emberek szdmat, akik pontosan két emberrel fogtak kezet. Egy 1j ember belépése utan az (a,b,c)
szamhdrmas a kovetkezéképp mddosulhat: (a — 2,b + 2,¢ + 1) (a belépd két nulldssal fogott kezet),
(a—1,b,c+2) (egy nulldssal és egy egyessel fogott kezet), (a —1,b+ 1,¢) (egy nulldssal és egy kettessel
fogott kezet), (a,b — 2,c+ 3) (két egyessel fogott kezet), (a,b — 1,¢+ 1) (egy egyessel és egy kettessel
fogott kezet), (a,b,c — 1) (két kettessel fogott kezet). Vegyiik észre, hogy a 3a + 2b + ¢ Gsszeg minden
esetben eggyel csokken. Kezdetben az Gsszeg 60, igy legfeljebb 59 1épés utan egy ember fog a teremben
maradni (kiilonben lehetne tjabb lépést tenni).

Harmadik megoldas

(Valtozat az el6zére) Kezdetben mindenkinél a teremben legyen 3 kavics. Amikor valaki belép, vegyen
el azoktol, akikkel kezet fog, egy-egy kavicsot, és egyet dobjon el (igy néla egy kavics lesz). Minden 1épés
utan igaz az, hogy aki még nem fogott kezet, annal 3 kavics van, aki egy emberrel fogott kezet, anndl
2, aki pedig két emberrel, anndl 1. Akinek elfogy a kavicsa, tdvoznia kell, hiszen méar hdrom emberrel
fogott kezet. Mivel minden 1épésben eggyel csokken a kavicsok szama, ezért legfeljebb 59 1épésig tart az
eljards. (Sét, mivel a végén benn maradt ember kezében 1, 2 vagy 3 kavics van, igy a 1épésszdm csak
59, 58 vagy 57 lehet).

Negyedik megoldas

Szamoljuk meg, hogy az egyes emberek még hanyszor foghatnak kezet, mielott tavozniuk kell, és vegytik
ezen szamok Osszegét. Kezdetben ez 20 - 3 = 60. Amikor belép valaki, akkor az 6sszeg 3-mal né, a két
kézfogés eredményeképpen viszont (minden kézfogds mindkét résztvevitdl egy lehetséget vesz el) 4-gyel
csokken. fgy egy ember belépése és kézfogasai utan az Osszeg 1-gyel csokken. Ez a folyamat mindaddig
ismétlédik, amig van legaldbb két ember a teremben (hiszen veliik megtorténhet a két kézfogds). Az 59.
belépé kézfogdsai utdn viszont az 6sszeg 1, igy ekkor mar csak egyetlen ember lehet a teremben (hiszen
akinek nincs tobb lehet8sége a kézfogdsra, annak tdvoznia kellett).
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