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43. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY
ORSZAGOS DONTO, 1. fordul6

HETEDIK OSZTALY - MEGOLDASVAZLATOK

1. Az Edison haza étti kertkaput nehéz volt kinyitni, ezért az egyikrtja megszolta, hogy "lgazan
megjavittathatnad mar a kapudat, ez nem illik éggni technikai zsenihez, mint te vagy". Mire
Edison: ,A kapumat értelmesen terveztem meg. Rdlditba ciszternara (viz§jgé6 medence), s
mindenki, aki betér hozzam, 20 liter vizet pumpdaiszternamba.” Ké&bb Edison a 20 literes
edénybl attért egy 25 literesre, de ekkor elegéndlt 12-vel kevesebb latogatd a ciszterna

megtdltéséhez. Hany literes a ciszterna? Hanya#bdgellett eredetileg a megtoltéséhez?

Megoldas:

Legyen a latogatok szama eredetile@ nagyobb edénynél pedig- 12 ©. Ekkor felirhatjuk a
kovetked egyenletet:

20-x=25- (x—12) Végezzuk el a kijel6lt iveleteket!

20-x=25-x-300

5-x =300, innerx = 60.

Ez azt jelenti, hogy eredetileg 60 vendég tudtapi@einpélni a ciszternat, ami 620 = 1200

literes.

2. Ha a Nyiregyhazi Vadaspark Toté fiekétpupa tevéje nagyon szomjas, akkor a testtonetgén
84%-a viz. Itatds utédn 800 kg-ot nyom, s ekkortdestgének 85%-a lesz viz. Hany kilogrammos

Toto, ha szomjas?

Megoldas:
A 800 kg 85%-a800[D,85= 680( kY a teve viz tartalma, tehat a teve tdmege a fetészerint

680 kg vizlél és 120 kg szarazanyaghbdl ek 6ssze. Ez a 120 kg a szomjas teve testtomegenek
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16%-a. Ha a 16% 120 kg, akkor az 1% 7,5(@%)). igy a teve tdémege pedig 750 kg. Tehat

Toto 750 kg-ot nyom, ha szomjas.

3. Mennyi az A és B atlaganak (szamtani kozepénekjgsagrtéke, ha

1 2 3 99 . 12 2?2 & el
+ esB=—+—+—+...+—2?

3 4 7100 2 3 4 100°

Megoldas

Vegyuk észre, hogy mindkét kifejezésben 99 tagesmdr Adjuk 6ssze A és B megfédiel

2
sorszamu tagjait! Az elstagok bsszege;% +1E =1

22:2+22:2E62+J):2

A masodik tagok ('jsszege:% + =

3 3 3
33+
A harmadik tagok Osszege%+§ = 3+4§ = Eﬂ 7 ]) =3

99 , 9F _ 99+ 9 _990{99+]) _ o9
100 100 100 100 '

Tehat a keresett 6sszeg 1 + 2 + 3 + ... + 99 = 485&rt szamtani k6zép pontos érteke ennek a
fele, vagyisA950 / 2=2475.

Az utolsé tagok dsszege:

4. Az ABCD téglalap AC atldjanak tetsleges pontja legyen P. P-n ¢, Q

c
parhuzamosokat huzunk az oldalakkal (Lasd &braydig, hogy az RPQD = —
téglalap tertlete egyehbh PEFB terlletével. J

Egy negyed korcikk korivén felvettiink egy téieges P pontot,- A F°

amelyen at parhuzamosakat huztunk a hatarolo skgdraHol

kell felvenniink a P pontot ahhoz, hogy a PROS k&glterilete a

lehet legnagyobb legyen?
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Megoldas:

a) Felhasznaljuk, hogy az &tl6 felezi a téglalapiléeét. Tehat az ADC és az ABC
haromszogek tertlete egyénHasonloan az ARP és AFP terilete is edgyetdvabba PQC és
PEC haromszogek terllete is egyenl

Vonjuk le az ADC haromszdg teriletédtARP és PQC haromszogek teriletét, marad az RPQD
téglalap tertlete. Ugyanigy az ABC haromszog téetbé vonjuk le az AFP és a PEC
haromszogek terlletét: marad a PEFB téglalap teriMivel egyend tertletekidl egyenb
terlleteket vettiink el, a kapott teriiletek is ed¥fentehat az RPQD téglalap terllete eggeal
PEFB terlletével.

C b) Az a) részben kimondott allitast fogjuk
alkalmazni. Belatjuk, hogy a téglalap terulete
akkor maximalis, ha a P pont a negyed koriv

G F felezdpontjaval esik egybe.

Legyen a negyed koriv felégontja F. Vegyunk

J
/ fel egy F-6l kilonbdz P pontot a BF koriven.

Megmutatjuk, hogy az OEFG téglalap terllete

nagyobb, mint az OSPR téglalap terulete (lasd
abra).

Az EF és RP egyenesek metszéspontja legyen |,

E S |B
@) Az SP és Ol egyeneseké J. Aa-BF-re allitott

memleges EF egyenest az N, OG egyenest az M pontbaszimEkkor az OSJM téglalapra

alkalmazva a feladat &6 részében megfogalmazott allithst azt kapjuk, hB@PI téglalap
terllete megegyezik RIMN téglalap teriletével. Kiregésképp az OSPR és az OENM
téglalapok tertlete is egyénl

Az abrardl ugyan jol latszik, de bizonyitast igény®gy Toenm < Toere Ehhez elég belatni, hogy
IN < IF.
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Az OFP4 az OFP egyenlszara haromszdg egyik alapon félszdge, igy kisebb 90°-nal, b a
45°-0s OFE szoget elvéve kapjuk, hogy aFR 45° < FP&. Mivel nagyobb szdggel szemben
nagyobb oldal van, az IFP deréksiéd@romszogben IP < IF.

A P pont vélasztasa miatt FE = FG = OE > PS = IE. @El derékszdfy haromszdgben a
hosszabb OE befogbval szemben van a nagyobb heggedshat 45° < Ol = NIJs. Az NIJ
derékszo¢y haromszogben igy NJ a hosszabb befogo, azaz IN = W. Korabban lattuk, hogy
IP < IF, tehat valdéban IN < IF.

fgy Tospr= Toenm < Toers €zzel az allitast belattuk. A gondolatmenet hisonalkalmazhato6 az
FC koriven felvett P pont esetén is.

Megjegyzesek:1. Valdjaban nincs szikség az a) rész alkalmaaabészen IF > IP, valamint
RI = OE = EF > SP miatt IFRI > IP - SP, igy kozvetlenll is latszik, hogy az ESPI tixgla
terllete kisebb a RIFG téglalap tertleténél éépledig kovetkezik a feladat allitasa.

2. Egy tovabbi megoldast mutatunk a b) részre. Avkd tetsélegesen felvett P pont esetén
Pitagorasz tételét felirva az OSP és OEF derékdzéigpmszogekre:

OS + SP = OF és OE + EF = OF.

Felhasznalva, hogy OE = EF, valamint hogy OP ése@yarant a negyedkdr sugarai, adodik,
hogy OS + SP = * = 2 EF. Legyen 08= EF +x, és SP= EF —x.

Az OSPR téglalap terulete akkor maximalis, ha a ymég maximalis, azaz ha
(OS- SPf = OF - SP = (EP +X) (EF* —X) = EF* —x® a leheb legnagyobb. Mivel EFértéke
régzitett (megegyezik’rfelével), ezért a fenti kifejezés akkor és csakoakmaximalis, had
minimalis, azaz ha = 0. Ekkor pedig O5= EF* = SP miatt OS = EF = SP, tehat P = F. Tehat a

téglalap tertlete pontosan akkor maximalis, haPvegyedkor felégpontjaban vesszik fel.

5. Egy fejszamolo tvész a kdzonségével a kovetkgatékot jatssza: a kozonséglvalakit megkér,

hogy gondoljon egy olyan tizes szamrendszerbetirpagyi szamra, amelyben nincs 0. Jel6ljuk
a gondolt szamotbc-vel. Ezt csak a kdzonségnek mondjak meg, akik ki&pa kovetke#

szamokat: ach, bac, bca, cab, cba, majd megmondjak advésznek ezek dsszegét, amit N-nel

jelélink. Mi volt a gondolt szam, ha N = 31947
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Megoldas
A szoveg alapjan felirhatjuk, hogy = acb+ bac- bca cab cl. Vegyiik észre, hogy csak az
abc hianyzik. Adjuk hozza mindkét oldalhoz:
N +abc= acb- ba¢ bca cab cha ¢
A jobboldalt bontsuk fel helyi értékesen! Ezek utaéam ebbbi egyenbség igy irhato:
N +abc= 222( ar b }, azaz3194+ abc= 222( a b )
Atrendezzik: abc= 227( a B }- 319. A szamjegydsszeget innen mar kitalalhatjuk, mert
a+b+c> 14, hiszen 1222 = 3108 kevés. a 1222 = 4218 tdl sok, mert ekkoabc >1000

lenne.

Ha a + b + c = 15, akkoabc= 13¢ adddik, ami nem megfetel mert 1 + 3 + 6 = 10, vagyis nem
15.

Haa + b + ¢ = 16, akkaabc= 35¢ adddik, ami megfelé| mert 3 + 5 + 8 = 16.
Haa+b +c =17, akkaabc= 58( adédik, ami nem megfetelmert 5 + 8 + 0 = 13, ami nem 17.

Ha a + b + ¢ = 18, akkaabc= 80z adddik, ami nem megfetelmert 8 + 0 + 2 = 10, ami nem 18.

Tehat a feladatnak egy megoldasa van: a 358.
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