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48. TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY
Orszagos donté — 1. nap — 2019. majus 24.
HETEDIK OSZTALY

MEGOLDASOK

1. Egy téglalap szomszédos oldalai 4 egység és 7 egység hossziak. Osszuk fel a téglalapot négy
darab tengelyesen szimmetrikus négyszogre ugy, hogy a felosztédsban szereplé barmely négyszog
barmely oldalanak hossza vagy 3 egység, vagy 4 egység legyen!

1. megoldas

Osszuk fel a téglalapot egy 4 egység oldalt négyzetre és egy 3 X 4-es téglalapra. A négyzet egyik
atlojan jeloljiikk meg azokat a pontokat, amelyek 3 egység tavolsdgra vannak a masik 4tl6 mindkét
végpontjatol. A megfelel§ 3 egységnyi szakaszokat berajzolva a négyzet két konkév deltoidra és
egy rombuszra bomlik, amelyek tengelyesen szimmetrikusak, ahogy a 3 x 4-es téglalap is, ezzel
a kivant felosztast megadtuk. (Lasd a bal oldali abrat!)

Osszesen: 7 pont

2. megoldas

A téglalap egyik belsg szogfelezGjén jeloljiikk meg a cstcshoz legkozelebbi olyan pontot, amely 3
egységnyire van a téglalap révidebb oldalanak masik végpontjatol. Ezt a cstcsot a szogfelezére
tiikrozve , és a megfelel6 szakaszokat behuzva egy konkév deltoidot kapunk, melynek minden
oldala vagy 3, vagy 4 egység hossztii. A szemkozti csiicsbol induld szogfelezs segitségével, de
ezuttal a cstcstol tavolabbi pontot valasztva hasonld médon egy konvex deltoidot kaphatunk.
A két deltoid szimmetriadtloinak a téglalap cstcsaitol kiillonbozé végpontjait Gsszekotve két
rombusz keletkezik. Ezzel megkaptuk a kivant felosztast. (Lasd a jobb oldali abrat!)

Osszesen: 7 pont

Az abrakon a vastag vonalak négy, a vékony vonalak harom egység hosszu szakaszokat jelolnek.
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2. A stk minden pontjahoz hozzérendeltiink egy egész szamot tugy, hogy a kovetkezs teljesiil: ha
A, B, C és D egy négyzet csiicsai, akkor a hozzajuk rendelt szamok Osszege nulla. Lehetséges-e,
hogy a sik valamelyik P pontjahoz nem a nullat rendeltiik?

Megoldas

A sik tetszéleges P pontjat tekintsiik egy ABCD négyzet kézéppontjaként (tetszélegesen véa-
laszthatjuk a négyzetet). Az AB, BC,CD, DA oldalak felez6pontja legyen E, F, G, H.

D ‘a ‘¢
‘' 'p °F
[ ] [ ] [ ]
A E B (1 pont)

A folytatasban egy ponthoz rendelt szamot ugyanazzal a bettivel fogunk jel6lni, mint a pontot.
Az AEPH, EBFP, PFCG és PGDH négyzetekre alkalmazva a feltételt:

0=A+FE+P+H)+(E+B+F+P)+(P+F+C+G)+(P+D+G+H)
0=A4+B+C+D+2E+2F +2G +2H + 4P

(2 pont)
Mivel ABCD és EFGH is négyzetek, ezért

(A+B+C+D)+2- (F+F+G+H)=A+B+C+D+2E+2F+2G+2H =0.

(2 pont)
Emiatt viszont 4P = 0, azaz P = 0. Tehat a hozzarendelés csak olyan lehet, amely barmely P
ponthoz a nullat rendeli. (2 pont)

Osszesen: 7 pont

3. Legyen
S = 20192 + 20192918 4+ 2019217 .. + 2019% + 2019" + 1.

Mutasd meg, hogy S-nek van haromjegyi primosztoja.
1. megoldas

Mivel 201971 + 2019" = 2020 - 2019", ezért az S Osszegben barmely két egymast kovets tag

Osszege oszthatd 2020-szal. (4 pont)
Mivel S paros szamu tagbol all, igy S is oszthatd 2020-szal. (1 pont)
Viszont 2020 = 20 - 101, a 101 pedig egy haromjegyd primszam, ezért S-nek van haromjegyd
primosztdja (a 101 biztosan ilyen). (2 pont)

Osszesen: 7 pont
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2. megoldas

Vizsgéljuk meg S osztési maradékit 2020-szal. Mivel 2019 és —1 ugyanolyan maradékot ad
2020-szal, ezért S maradéka megegyezik az

S = (=1)219 4 (=) (=) ¢ (1) (-1 41

Osszeg maradékaval. (3 pont)
Ez az 6sszeg viszont —1+1—14+1—1+...—1+1 =0, tehat 5, és igy S is oszthato 2020-szal.

(2 pont)
Viszont 2020 = 20 - 101, a 101 pedig egy haromjegyd primszam, ezért S-nek van haromjegyi
primosztoja (a 101 biztosan ilyen). (2 pont)

Osszesen: 7 pont

. Anna egy szabalyos hatszog hat cstcsat kiszinezte pirossal, kékkel vagy sargaval ugy, hogy a
szomszédos cstcsok kiilonb6z6 szintiek legyenek. Ezutan Béla behtizott harom &atlot tgy, hogy a
hatszog belsejében nem keletkezett metszéspont, és mindegyik atlo két kiilonbo6zé szint csticsot
kotott Ossze.

Hanyféleképpen nézhet ki ezek utan az abra? A forgatassal, tiikrozéssel egymasba vihets abrakat
nem tekintjik kiilonbozének.

Megoldas

A harom atlot haromféle moédon lehet behizni:

(1) szabalyos haromszoget alkotnak;
(2) egy cstcsbol indulnak ki;
(3) az egyik atlo mindkét végpontjabol indul egy-egy tovabbi.
(1 pont)
Ha a harom atlo egy szabalyos haromszoget alkot, akkor a végpontjaikat harom kiilonb6zé szinnel
kell szinezni. Ez a szinezés a masik hérom cstcs szinét is egyértelmtien meghatéarozza, hiszen

nem lehetnek egyszintiek a szomszédaikkal. Minden lehetGséget megkaphatunk az alabbi abrabol
tiikrozéssel és forgatassal, tehat ebben az esetben 1 lehetdség van.

S

i
=

(1 pont)
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Ha a harom &tlo egy csticsbol indul ki, akkor ennek a csiicsnak a szine kiilonbozik az 6sszes
tobbiétsl (hiszen vagy szomszédosak, vagy atlo koti ossze Gket). Ez a szin haromféle lehet. A
maradék két szinnel a tobbi csiicsot felvaltva kell szinezni, igy az egyiket haromszor, a mésikat
kétszer hasznaljuk, ez 2 lehetGség. A szineknek tehét 3 -2 = 6 lehetséges kombinacidja van.
Barmely szinezésnél a lehetséges abrak egymésba forgathatok, igy ez az eset 6 lehetGséget ad.

P P K K S S
S S K K S S P P K K P P
K K S S P P S S P P K K
S K S P K P

(2 pont)

Ha az egyik atl6 mindkét végpontjabodl indul egy-egy tovabbi, akkor tiikrozéssel és forgatéassal
elérhetd a lenti abran lathato helyzet. Konnyen lathato, hogy a leghosszabb atl6 két végpontjanak
a szinezése mar egyértelmiien meghatarozza a tobbi csiics szinét. A leghosszabb atlo végpontjait
haromféle moédon szinezhetjiik, hiszen két kiilonb6z6 szint kell hasznalni, de a végpontok 180
fokos forgatassal felcserélhetSk. Igy ebben az esetben 3 lehetGség van.

P P K
S K K S P S
P S P K K P
K S S
(2 pont)
Ez 0sszesen 14 6 + 3 = 10 lehetSség. (1 pont)

Osszesen: 7 pont
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5. Robot Robi a kovetkez§ szamoléast végzi: ha megadunk neki egy pozitiv egész szémot, 6 elosztja
maradékosan 43-mal, majd Osszeadja a kapott maradékot és hanyadost, és leirja az igy kapott
szamot. Egy napon Robinak sorra az 1, 2, 3, ..., 2019 szamokat adtak meg, és 6 mindegyikkel
elvégezte a fenti szamolast. A Robi altal leirt 2019 darab szam kozott hany darab 7-tel oszthato
van?

1. megoldas

Legyen az N szam esetén a kapott hanyados h, a maradék m. Ekkor

N=43-h4+m=42-h+ (h+m).

(3 pont)
Mivel 42 - h biztosan 7-tel oszthato, ezért (h + m) akkor és csak akkor oszthatd 7-tel, ha NV is
oszthato 7-tel. (2 pont)

Tehat Robot Robi éppen annyi 7-tel oszthato szamot irt le, ahany az 1, 2, 3, ..., 2019 szamok
kozott volt. Mivel 2019 = 288 - 7+ 3, ezért 288 darab 7-tel oszthaté szamot irt le Robi. (2 pont)
Osszesen: 7 pont

2. megoldas
Mivel 2019 = 46 - 43 + 41, ezért a hanyadosok 0-t6l 46-ig, a maradékok 0-t6l 42-ig terjedhetnek.

(1 pont)
Koziiliik csak két eset nem fordul el6: amikor mindketts 0, illetve amikor a hanyados 46 és a
maradék 42. (1 pont)

Mivel 7-tel oszthatd Osszeget akarunk, a hanyados 7-tel vett osztési maradéka egyértelmtien
meghatarozza a maradék lehetséges 7-es maradékait. Ez alapjan Osszegytijthetjiik a megfeleld

lehetGségeket.
7-es maradék Hanyadosok Maradékok Lehetéségek
0+0 0, 7,14, 21, 28, 35,42 | 0, 7, 14, 21, 28, 35, 42 7-7=49
146 1, 8, 15, 22, 29, 36, 43 6, 13, 20, 27, 34, 41 7-6=42
2+5 2,9, 16, 23, 30, 37, 44 5, 12, 19, 26, 33, 40 7-6=42
3+4 3,10, 17, 24, 29, 38, 45 | 4, 11, 18, 25, 32, 39 7-6=42
4+3 4,11, 18, 25, 32, 39, 46 | 3, 10, 17, 24, 29, 38 7-6=42
5+2 5, 12,19, 26, 33, 40 2,9, 16, 23, 30, 37 6-6=36
6+1 6, 13, 20, 27, 34, 41 1, 8, 15, 22, 29, 36 6-6=36
(4 pont)

A fentiek kozott szerepel a (0,0) par is, ezt ki kell venni. Igy a Robi altal leirt 7-tel oszthato
szémok szama Osszesen 49 + 42 4 42 + 42 442 + 36 4+ 36 — 1 = 288. (1 pont)
Osszesen: 7 pont
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