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50. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY
Orszagos donté — 2021. majus 29.
HETEDIK OSZTALY

MEGOLDASOK

1. 14 hetedikes focizik, 7 a 7 ellen. Koziilikk heten jarnak fociedzésre, heten nem. Henrik jar foci-
edzésre, és olyan csapatkiosztést szeretne csinalni, hogy az 6 csapatéaban (vele egyiitt) tobben jarjanak
fociedzésre, mint az ellenfél csapatban. Hanyféle ilyen csapatkiosztés van?

Megoldas. Henrik ugy tud kialakitani edzésre jaro tobbséget a csapataban, ha maga mellé még hat,
0t, négy vagy harom olyan tagot véalaszt, akik szintén jarnak edzésre.

Henriken kiviil még hat ember jar edzésre és hét nem. Nevezziik az els6 csoportot E halmaznak, a
masodikat N halmaznak és szdmoljuk meg a lehetséges kiosztasokat kiilon-kiilon a fentebb felsorolt
esetekben.

e Henrik 6 embert valaszt E-bdl és nem valaszt N-bél. Ez egyetlen moédon teheté meg.

e Henrik 5 embert valaszt F-bdl és 1-et N-bdl. A hatelemi E halmazbol 5-6t hatféle modon
valaszthatunk (aszerint, hogy ki marad ki) és a hételemd N-bdl egyvalakit hétféle modon va-
laszthatunk. Ezek a valasztasok tetszélegesen kombinélhatok, ezért most Gsszesen 6 - 7 = 42
lehetGséget kaptunk.

e Henrik 4 embert vélaszt E-bdl és 2-t N-bsl. Hatbol négyet valasztani ugyanannyiféle moédon
lehet, mint hatbol kett6t. Altalaban n elembdl kett6t kivalasztani %—féle modon lehetséges,
mert az els§ valasztas n-féle lehet, a masodik mar csak (n — 1)-féle és a parban a sorrend nem
szamit, ezért még osztani kell kettGvel. Ebben az esetben igz N-bdl % = 15 moédon valaszthato
négy, és N-bsl % = 21 moédon valaszthato ketts. Ez 6sszesen 15 - 21 = 315 lehetdség.

o Henrik 3 embert valaszt E-bél és 3-at N-bsl. Altalaban n elembdl harmat W—fé}le modon
valaszthatunk ki. Az indoklas a fentihez hasonld, csak most méar hat lehetséges sorrendje van
egy kivalasztott harmasnak, ezért kellett névelni a nevez6t. Ebben az esetben tehat % 165

32 =
20 - 35 = 700 lehet&séget kaptunk.

Osszegezve 14424 315+ 700 = 1058-féle modon tud Henrik kedve szerinti csapatkiosztést valasztani.

Megjegyzés. A megoldas témorebb formaban is felirhaté, ha mar ismerjiik a binomialis egyiitthatok
fogalmat.

1= (-6 0+ (-G ) cwrommems
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2. Megadhato-e 7 egyenes a sikon tgy, hogy semelyik hdrom ne menjen at egy ponton, és a metszés-
pontok szama pontosan 16 legyen?

Megoldas. Ha a hét egyenes altalanos helyzetd lenne, vagyis barmely ketté metszené egymést és

semelyik harom nem menne at egy ponton, akkor dsszesen % = 21 metszéspontot hatarozndnak meg.
Ehhez a maximumomhoz képest egy olyan elrendezést kell kerestink, ahol 6ttel kevesebb a metszés-

pontok szama.

Mivel semelyik hdrom egyenes nem mehet 4t egy ponton, csak azzal tudjuk csokkenti a metszéspontok
szaméz (a maximumhoz képest), hogy bizonyos egyeneseket parhuzamosan rajzolunk.

Ha van a darab parhuzamos egyenes és b darab méasik egymassal parhuzamos, de az eredeti a darabot
metszd egyenes, akkor ez az 6sszesen a + b darab egyenes egyiitt a - b metszéspontot ad ki.

Hasonléan ha harom ,parhuzamossagi osztalyunk” van, amelyek mérete a, b és ¢, akkor Osszesen
a-b+a-c+0b-cmetszéspont keletkezik.

Ha elkezdjiik felsorolni az 0sszes lehetséges modot, ahogy hét egyenes néhany parhuzamossagi osztalyba
sorolhato, az deriil ki, hogy a 2, 2, 3 felosztas 16 metszésponthoz vezet.

parhuzamossagi osztalyok mérete | metszéspontok szama
7 (minden egyenes parhuzamos) | 0

1,6 6=1-6

2,5 10=2-5

3,4 12=3-4

1,1,5 11=1-5+1-5+1-1
1,2, 4 14=1-24+1-442-4
1,3,3 15=1-34+1-3+3-3
2,23 16=2-3+2-34+2-2
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Megjegyzés. A jo konstrukcié megtalalasahoz nem sziikséges felsorolni a kiilonboz6 eseteket. Ervel-
hetiink tgy is, hogy a maximumhoz viszonyitott csokkenést 3 + 1 4+ 1 alakban allitjuk elg. Harmat
csOkkent a maximumon ha harom egyenest parhuzamosnak rajzolunk és egyet csdkkent, ha két egye-
nest parhuzamosnak rajzolunk.
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3. Annanak van 16 doboza négy szinben (sarga, piros, kék, zold) és méretben (kicsi, kozepes, nagy,
orias). Ezeket négyesével egyméasba pakolja tigy, hogy minden négyes csoportban minden szinbdl és
mérethsl pontosan egy szerepeljen. Miutan minden dobozt becsukott, megérkeziink, és szeretnénk
megtudni, hogy a négy érids doboz koziil melyik tartalmazza a kicsi sarga dobozt. Allapitsd meg
minél kevesebb doboz kinyitasaval, hogy melyik 6ridas dobozban van a kicsi sarga doboz!

Ahhoz, hogy eqy dobozt kinyithass, mindegyik ndla nagyobb, 6t tartalmazoé dobozt ki kell nyitnod. A
kicsi sdrga dobozt tartalmazo dobozt nem muszdj ténylegesen kinyitni. Nem kell indokolni, hogy az
daltalad taldlt megoldds a lehetd legkevesebb kinyitdasbol dll.

Megoldas. Mutatunk egy olyan modszert, amely hdrom doboz kinyitasaval kideriti, melyik orias
dobozban van a kicsi sarga doboz.

Elgszor tegyiik félre az orids sarga dobozt, annak belsejében mar nem lehet mésik (kisebb) sarga
doboz. Most nyissuk ki a piros és a kék orias dobozt. (Ez idaig két nyitas.) Most méar latjuk a benniik
1évé két nagy doboz szinét.

Két eset lehetséges: vagy latunk egy nagy sérga dobozt, vagy nem.

e Ha nem latunk nagy sarga dobozt, akkor biztosak lehetiink, hogy az a masik érintetlen (a zold)
orias dobozban van, és abban kisebb sarga doboz nem lehet, ezért tegytik azt is félre. A keresett
kicsi sdrga doboz vagy a kék vagy a piros o6rias dobozban van.

e Ha latunk egy nagy sarga dobozt, akkor az 6t tartalmazé orias dobozt is tegyiik félre. Most a
keresett kicsi sarga doboz vagy az éritetlen zold 6rias dobozban van, vagy a részben mar kinyitott
és még félre nem tett dobozban.

Mindkét esetben sikeriilt két orias dobozra sziikiteniink a lehetdségeket, raadasul e két doboz koziil
legalabb az egyiket mar kinyitottuk.

Végiil a megmaradt két doboz koziil vegyiik az egyik nyitottat (ha csak egy nyitott van, akkor azt)
és nyissuk ki az abban 1évé nagy dobozt is. Ha most egy sarga koézepes dobozt pillantunk meg, ak-
kor tudjuk, hogy a kicsi sarganak a masik megmaradt dobozban kell lennie, és ahhoz mar nem kell
nyulnunk. Ha pedig egy nem sarga kozepes dobozt latunk, akkor a mésik megmaradt dobozban kell
lennie a sarga kozepesnek (hiszen a korabban félretett dobozok kozott van a nagy és az oriasi sarga),
és akkor a kicsi sarganak abban az 6rias dobozban kell lennie, amiben pont most nyitottuk ki a nagy
dobozt.
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4. Bergengocidban kétféle fizetGeszkoz van: garas és tallér. A bergengéc nemzeti bank minden reggel
kiirja a két fizetGeszkoz kozti valtas aznapi aranyat (pl: 7 garas = 3 tallér). Andrasnak 1100 garasa és
400 tallérja, Bélanak 200 garasa és 1700 tallérja, Csabanak 800 garasa és 900 tallérja van.

a) Bizonyitsd be, hogy a bank kiirhat olyan valtasi aranyt, amelynél Csaba vagyona értékesebb And-
rasénal és Bélaénal is.

b) Csaba a huganak adott 100 tallért, Andras és Béla vagyona nem véltozott. Kiirhat-e most a bank
olyan valtasi aranyt, amelynél harmuk koziil még mindig Csaba vagyona a legértékesebb?

Megoldas. Az egyszertiség kedvéért szamoljunk forintban és legyen 100 garas g forint, 100 tallér pedig
t forint (megengedve, hogy ¢ és t nem feltétleniil egész szam, de feltéve, hogy mindkettd pozitiv). A
harom fiu vagyona forintban kifejezve: A = 11g + 4t, B = 29 + 17t és C' = 8¢ + 9t.

a) Ha Csaba a leggazdagabb, akkor C' > A és C' > B is teljesiil. Nézziik meg, mit jelent ez g-re és t-re
vonatkozoban.

C=8g+9>A=1lg+4t=5t>3g=2t>g.
C:8g+9t>B:2g+17t:>6g>8t:>g>%t.

A kapott feltételrendszer egy megoldéasa t = 2, g = 3, mert ekkor C' = 8¢ + 9t = 4200, A = 11g+ 4t =
4100 és B = 2g + 17t = 4000 és tényleg C' a legnagyobb.

Atvaltasi aranyként megfogalmazva ez azt jelenti, hogy két garas egyenld harom tallérral.
b) 1. megoldas Most az el6z6 feltételek egy kicsit modosulnak.
C=8g+8>A=1lg+4t =4t > 39 = 3t > g.

C=8g+8>B=29+ 17t =69 > 9t =g > %t. Ez azt jelentené, hogy

Lo o3
3t 97 9b

. . . 4 3 . . . . , 2 2 P
ami nem lehetséges, hiszen 3 < 5 és feltettiik, hogy ¢ pozitiv, vagyis a pénzeknek van értéke. Tehat a

b) feltételnek megfelels atvaltasi arany nem létezik.
2. megoldas Tegyiik fel, hogy Csaba vagyona a legértékesebb, azaz C' > A, és C' > B.

Ekkor az is igaz, hogy 3C' > 2A + B, ami azt jelentené, hogy 2400 garas 42400 tallér > 2400 garas
+2500 tallér, ami nem lehetséges.
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5. Az 1,2,3,...,32 szamok koziil szeretnék néhanyat bekarikazni tgy, hogy egyszerre teljesiiljon a
kovetkezs két feltétel:

(i) nincs a bekarikazott szamok kozt kettd, melyek koziil az egyik 2-szerese a masiknak.

(ii) nem tudok ujabb szamot bekarikdzni gy, hogy ne legyen a bekarikdzott szamok kozt kettd,
amelyek koziil az egyik 2-szerese a mésiknak.

Héanyféleképpen tehetem ezt meg?

Megoldas. Nevezziik ldncnak az x, 2x, 4z, . .. alakt sorozatokat, ahol 1 < z < 31 egy paratlan egész
szam. Az 1,2,3,...,32 szamhalmaz felbonthato 16 lanc unidjara:

1,2,4,8, 16, 32 (6 szam); 3, 6, 12, 24 (4 szam); 5, 10, 20 (3 szam); 7, 14, 28 (3 szam); 9, 18 (2 szam);
11, 22 (2 szam); 13, 26 (2 szam); 15, 30 (2 szam); és tovabbi 8 egyelemt lanc, a 17, ..., 31 paratlan
szamok. Ez a felbontéas azért hasznos, mert a kérdéses szamok koziil csak tugy lehet egy duplaja egy
mésiknak, ha mindketten ugyanahhoz a lanchoz tartoznak.

Emiatt elég minden lancra kiilon-kiilén megszamolni a helyes karikédzasok szamét, és a kapott értékek
szorzata lesz az Osszes lehetGség szama, mert két lanc helyes karikdzasai tetszélegesen kombinalhatok
egymassal.

Az is konnyen lathato, hogy egy lancon beliil csak a szomszédos elemekre kell figyelni: nem lehet két
szomszédos karikdzas, és minden karikazatlannak kell lennie karikazott szomszédjanak. Tehéat csak az
érdekes, hogy a lanc hany elemt, az nem, hogy konkrétan melyik szamok alkotjat.

Vegyiik sorra a kiilonb6zd hosszasagu lancokat és jelolje f(n) az n hosszusagu lanc helyes karikazésa-
inak szamaét.

n = 1. Kotelez6 bekarikaznunk az egyetlen elemet az (ii) feltétel miatt. f(1) =1

n = 2. A két elem koziil pontosan az egyiknek kell bekarikédzva lennie, de az szabadon valaszthato,
hogy melyiknek. f(2) =2

n = 3. Két jo karikazas van tehat f(3) = 2:
o (& o (&—o—F0

n = 4. Harom j6 karikazéas van tehat f(4) = 3:

n = 5. (A teljesség kedvéért, ilyen lancunk nincs.) Négy jo karikazés van, tehat f(5) = 4:
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n = 6. Ot jo6 karikazas van, tehat f(6) = 5:

O—e——(@—eo o (&) (&—o —o (65— (o
o—@—o—@—o—@o—@—o—o—@—o

A helyes karikazéasok egy lehetséges jellemzése: barmely két karikédzott kozott pontosan egy vagy két
karikazatlan lehet, tovabbé a lanc két szélén legfeljebb egy karikézatlan lehet.

Most mar ossze tudjuk szamolni az eseteket. Van egy hatelemt, egy négyelemt, két haromelemt és
négy kételemi lancunk (a maradék nyolc egyelemii lancnal nincs valasztasi lehetSségiink), ezért a
helyes karikazasok szama

f(6)- f(4)- f(3)*- f(2)* =5-3-22.2* =15-64 = 960

Megjegyzés. Bizonyithato, hogy n > 2 esetén f(n) = f(n —2) + f(n — 3).

A feladatokat Osszeallitotta: Gyenes Zoltan, Hujter Balint, Nagy Kartal, Pintér Richérd.

Lektoralta: Erben Péter, Steller Gabor.

A 201113/408. sz. projektet a Nemzeti Kulturalis Alap tamogatja.
Nemzeti Kulturalis Alap
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