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42 . ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY
ORSZAGOS DONTO 2. nap

NYOLCADIK OSZTALY JAVITASI UTMUTATO

Minden feladat teljes megoldasa 7 pont

Bontsd fel a 13157-et négy szam 6sszegere ugy, hagyz els részhez 2-t hozzaadunk,
a masodik részi 3-at elvesziink, a harmadik részt 7-tel megszaroza negyedik részt
11-gyel elosztjuk, akkor mindig ugyanazt a szanaqjlk!

Megoldas:
A részeket jeldljuk rendre a-val, b-vel, c-vel éval. Ekkor felirhatjuk a kdvetkéz

egyenleteket:
I. a+b+c+d=13157

. a+2:b—3:cE7:g

11
A ll-ben szere@ mennyiségek kdzos értéke legyen x. Ennek segiteéde tudjuk
fejezni  a tobbi ismeretlent. Tehata=x-2, b=x+3 ¢ :;, d=11[X.
Helyettesitsiik be ezen értékeket az I-es egyemnletbe
(x—2)+(x+3)+ ; +110k = 13157 Rendezzik:

972X+1=13157

972 x=13156

x=1001
lgy a =999, b =1004, c = 143, d = 11011.
Ellenérzés: Ezek 6sszege 999+1004+143+11011=13157.

Egy tiz résztvelis asztalitenisz versenyen mindenki pontosan egysmenkbzott
mindenkivel. Az egyes verserig gyozelmeinek szamaa,b,c,d,e, f,g,h,i, j,

vereségeinek szama rendrd, B, C,D,E,F,G,H,I,J. Bizonyitsd be, hogy a

versenydk altal szerzett gizelmek szama négyzetének 6sszege ugyanannyi, mint a

vereségek szama négyzetének dsszege.
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Megoldas:
Egy ilyen versenyen mindenki pontosan 9 ndédst jatszik. Ha tiz csapat volt ezen a

kormérlkzéses versenyen, akkor&Z[g:45 mérkbzésre kerllt sor, vagyis

atb+c+d+e+f+g+h+i+j=45 Asztaliteniszben nincs dontetlen, tehat egy
mérkdzést valaki megnyert, a masik pedig elvesztette.

Ha valakia mérkszést nyert, akkoP — a -t elvesztett. Ezek alapjan

a2 +b2+c?+d2+e2 + f2+g2+h2+i2+ 2 =

=(9-a)" +(9-b)* +(9-c)* +(9-d)* +(9-€)* +(9- £)* +(9-g)* +(9-h)* + (9-i)* +(9- j)°
Végezzik el a jobb oldalon a kijel6ltiveleteket:

a2 +b?+c2+d2+e? + f2+g2+h2+i2+ 2 =

=81M10-18fa+b+c+d+e+ f +g+h+i+j)+a®+b*+c?+d?+e®+ f2+g?+h% +i% + j?
De atb+c+d+e+f+g+h+i+ =45 és18(45=810, s ezzel belattuk allitasunk

helyességét.

Keress olyan primszamokat, amelyekre igaz, hogglmls szamrendszerben felirva a
szamrendszer minden szamjegyét pontosan egyszardtjag fel? (0 nem allhat &l)

Igazold, hogy a hetes, illetve a tizes szamrentspenincs ilyen szam.

Megoldas
Csak a 2, 11 és 19 rendelkezik a kivant tulajdoyedaé\ kettes szamrendszerben

210 =10,. A harmas szamrendszerbdn;, =102;, 19, = 2015.
AltalanositasMegmutatjuk, hogy a feladatnak nincs tobb megsagdéa a szamrendszer
alapszama nagyobb haromngl ¥ 3).

Tegyuk fel, hogyp,o = 8mam-1--Agy (2). Itt p egy tizes szamrendszerbeli primszam,

an, am-1, ---ag pedig a g alapu szamrendszer szamjegyei valamsigaendben.

Fel kell hasznalnunk a kdvetkietelt, amelyet sem megnevezni, sem megfogalmazni
nem kell a versenyiknek, de n valamilyen modon utalni kell.

Tetsdleges szamrendszerben az alapszam kisebb szomsdé&djannak osztoival valo

oszthatdésag szabalya. @\ alapt szdmrendszerben egy szam akkor és csak @itbiato
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g —1-gyel (vagy annak osztéival), ha a szamjegyek @gspszthatdg — 1-gyel (vagy
annak osztoival).
Kilon vizsgaljuk a paros és a paratlan alapu szanszereket.

|. eset: Legyerg = 2k (k >1). Ekkor a felnasznalt szamjegyek dsszege

(2k —1)%

0+1+ 2+ 3+ .+ (k- 1F = (R- B

A jobb oldal oszthat6 az alapszam kisebbik szomézat(2k —1)-gyel, ezért az (1) bal
oldala is. A k > 1 feltétel miatt (1) bal oldalasé@stett szam, vagyis nem prim.

Il. eset: Legyeng =2k +1 (k > ]) . Ekkor a felhasznalt szamjegyek 6sszege:

(2k + 1)
2

ennek osztoja k. Mivek >1, ezért az (1) jobb oldalan szer@pkamjegydsszeg oszthato

1+2+ ..+ k= = (k+ 1k. A g =2k +1 alap kisebbik szomszédja most 2k,

k-val, igy a bal oldal is oszthat6 k-val. A bal alldak van még legalabb egy valodi
osztoja, mert k > 1 esetén 2k + 1 > 2, tehat alg@lon nem allhat primszam, csak
0sszetett.

MegjegyzésAz eredeti feladat a tizes szamrendszerre vonatkllitasa a fentieét
fuggetlentl kdnnyen elvégezlbe hetes szamrendszeres rész igazolasahoz legitia f

ismeret. Lathato, hogy a feladat alkalmas altaldass.

Legfeljebb hany oldallu lehet egy olyan konvex sokszamely feldarabolhaté olyan
derékszo@g haromszogekre, amelyek hegyesszogei 30 és 60akRo@Megjegyzés: a

feldarabolas soran csak ilyen haromszdg keletkenétféle sokszog nem)

Megoldas
Tegyuk fel, hogy egy konvex soksz@

feldarabolhatdé a kivant modon. Mivel

felosztasban szeréplharomszégek minder
szoge 30egész szamu tobbszorose, ugyar
igaz a soksz6g minden egyes szdgére, va(

azok legfeljebb 15B0s szogek lehetnek
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Ennek megfelélen a sokszdg minden kalszoge legfeljebb 360s. Mivel ezek 6sszege
360, a sokszognek legfeljebb 12 oldala lehet.

Az 4bran egy megfel@l12 oldali sokszoéget lathatunk. Ez Ugy keletketettyy ebszor
két megfeled egybevagé haromszoget egy téglalappa illesztettisdze. Ezutan a
hosszabbik oldalak folé harmad ekkora haromszdgekisszerakott szimmetrikus

trapézokat illesztettiink, és hasonloképpen jartehla révidebb oldalakat illéen is.

Megjegyzés 12-nél kevesebb oldalt idom is felbonthato ilyparomszogekre. PI.

bizonyos téglalapok, haromszdgek, hatszogek, degaabyobb oldalszamot keressuk.

Bizonyitsd be, hogy minden természetes szallghat6 a® + b> — ¢ alakban, ahol a,

b, c egész szamok!

Megoldéas
L. Segéddllitas: A pératlan természetes szamoékllighatok két négyzetszam

kulonbségeként. Tegyuk fel, hoggn+1= a?-c%. A jobboldalt alakitsuk szorzatta
2n+1=(a+c)f{a-c). A baloldalt szorzattd bontjuk trividis  mddon:
2n+1= 1E(2n +1). A két utdbbi egyemlségnél a baloldalak megegyeznek, ezért a
jobboldalaknak is meg kell egyezni, igy csak a kke® tarsitds johet szoba: az
(a-c)<a+c miatt, csak az lehet, hogy-c=1 ésa+c=2n+1. Ennek megoldasa:
a=n+1 c=n.Esvalébarn+1=(n+1)? -n?. Tehat a paratlan szamok mindegyike
elédéllithato a kivant modon, itt minden esetlien 0 valasztas kell.

A parosaknal elegedd annyit tennink, hogy az 1-gyel kisebb paratlannmsza
elsallitasahoz még hozzaadunk 1-et. Tebwdt 2 = (n +1)? +12 — n?
. Némi algebrai éismerettel a tanuld egyb felirhatja, hogy minden paratlan

természetes szam ééllithatd a két egymast kowvetnégyzetszam kulonbségeként:

2n+1=(n+1)? -n2. Innen a parosak esetén még 1-et hozza kell adni.



