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43. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY
ORSZAGOS DONTO 2. forduld

NYOLCADIK OSZTALY - MEGOLDASVAZLATOK

1. Anna kétszer annyi &, mint amilyen Bea volt akkor, amikor Anna olyalés volt, mint Bea
most. De amikor Bea olyandd lesz, mint Anna most, életkoruk 6sszege 135 Mdyen idés

most Anna, illetve Bea?

Megoldas
Legyen Bea most B éves.
1. Mult Jelen Jog Eletkor
Anna B B+x B+2x 45
Bea B-x B B+x 60

A tablazat és a szbveg (Anna kétszer anrg,ighint amilyen Bea volt akkor, amikor Anna olyan

idés volt, mint Bea most) alapjan felirhatjuk a kdez) egyenleteket:
(b+x)=20b-x) = b=3x (l)

Tovabba (De amikor Bea olyandml lesz, mint Anna most, életkoruk 6sszege 135 )lesz.
(b+x)+(b+2x)=135 = 2b- 3% 13 (I.)

(1.)-et és (1.)6t megoldva9x =135 = x= 1E ésb=45.

Tehat jelenleg Bea 45 éves, Anna pedig 60,

Ellenérzéssel megdyzédhetiink a kapott értekek helyességér

2. Bizonyitsatok be, hogy barmely haromsz6g sulyvanakadsszege nagyobb, mint a haromszég

kerlletének3/ 4 része!
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1. megoldas
Legyenek az ABC haromszdg oldalai hossza a, b Ashozzajuk tartoz6 sulyvonalak hossza
rendres,, S,, $. Tudjuk, hogy a sulypont a sulyvonalat harmadajaagyobbik rész a csucs

felél van. Az ABC haromszog csucspontjait 6sszekotv&rm@mmszog S sulypontjaval harom
haromszoget kapunk, melyekre felirhaték a haromezfygnbtlenségek:
2

2
s +Zs.>cC
BSa 3Sb

%sb+§st> a. Adjuk o©ssze ezt a 3 egyétienséget: %(sa+so+ §)> a b .

2

E +-s >0
BSC 3Sa

Atrendezve kapjuk a bizonyitand6 egyihdnségets, + s, + s> %( a- b ¢

2. megoldas
Ez a megoldas a haromszogek kozépvonalara vonatkozé
ismeretet hasznalja fel. Az abra jeloléseit hasenajuk fel

a kovetked haromszog-egyetilenségeket:

G F
AS+SB > AB FS+SG>FG =AB/?2
BS+SC > BC GS+SH>GH=BC/?2
CS+SA > CA HS+SF>HF =CA/?2 A H B

Osszeadva mind a hat egy&teénség megfeléloldalain allo kifejezéseket:
2(AS+FS+BS+GS+CS+ ) >§(AB+ BC + CA),

Felhaszndljuk, hogy AS + FS 5 BS + GS =gés CS + SH =

2 (s + Sb+sc)>g(a+ b +c)

amit 2-vel osztva az eredeti allitast kapjuk.
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3. Az abcde ésfdebce hatjegyi szamok killonbsége oszthaté 271-gyel. Bizonyitshmkhogy b
=désc=e!

Megoldas:
Felhasznaljuk, hogy a 271 primszam.
Bontsuk fel mindkét hatjedyszamot helyi értékesen!

abcdef= 100008+ 1000+ 1006 1D® eHOf , illetve

fdebca= 100000+ 100@0+ 1066 19O choa. E ketth kilonbsége a feladat feltétele miatt
oszthatd 271-gyel99999a- f)+ 990¢b-d)+ 99(c-e). Mivel a 99999 oszthaté 271-gyel,
ezért kell, hogy az 6sszeg fennmaradd tagRe@a(b-d)+ 99(c—e) is oszthatd legyen 271-
gyel.

Kiemelve a 990—t:9900(b-d)+ 99qc-e) = 99 1(b-d)+c-e], ahol a 990 nem oszthat6

271-gyel, ezért a szogletes zarojelberd l68szegnek 271 tobbszorosének kell lennie. Mivel, b,
e és f egyarant szamjegyek, ezért a zaréjelbéndsszeg értéke -99 és 99 kdz6tt van, igy csakis 0

lehet, ami azt jelenti, hogy b = d és ¢ = e, sakartuk bizonyitani.

4. Egy kor keruletére kilenc egész szamot irunk, aetefisszege 90. Bizonyitsuk be, hogy van négy
egymas melletti szam, amelyek 6sszege legalabb 40.

1. megoldas
Legyenek a szamak b, c, d, e, f, g, h, i - ebben a sorrendben. Bizonyitsunk indirekt: tdgfgl,
hogy barmely 4 egymas melletti szam 6sszege kisalrth,40. Ekkor:

(a+b+c+d)+(b+c+d+e)+(c+d+e+f)+...+(i+a+b+c)< 9040
Innen: 4fa+b+c+d+e+f+g+h+i)<360. Felhaszndlva a feltételt:4[D0< 36C, ami

ellentmondas. Tehat kiinduld feltevésiink nem labatz, vagyis van 4 egymas melletti szam,

melyek 6sszege legalabb 40.
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2. megoldas:

Tegyuk fel, hogy nincs négy egymas melletti szamelginek

az 6sszege legalabb 40, vagyis B+C+D < 40
A+B+C+D+E+F+G+H +1 =90.

Tehat: E+F+G+H +1>50 E+F+G+H <40 mivel nem ¢
lehet négy egymas melletti szam 0sszege legalably eltat

| >10 ezt le lehet vezetni az 6sszes szamra:

A>10, B>10,C>10,D> 10,E> 10F > 10G> 1G4 > 10> Ez nem lehet, mert
A+B+C+D+E+F+G+H+1 =90 és ez esethen ez az 6sszeg nagyobb lenne, miheBéat

a feltevés hamis, és a feladat éallitasa igaz.

5. Mivel egyenb az A és B atlaga (szamtani kozepe), ha

1 1 1 1 , 1 1 1 1
= + + +. és B= + + +.. 7
12 3 916 20181 201 2(B 4[b &17 20140 201
Megoldas:

Vegyuk észre, hogy mindkét kifejezésben 1007 tegyepel. Adjuk 6ssze A és B megfélel

sorszamu tagjait!

Az els) tagok osszege%? +i (1——1j + (—1——3 = 1——1.

2[B 2 2
1 n_1 1
4 3 ¢

1

A harmadik tagok osszegel— PN
56 67 \5 6

A masodik tagok osszege1—+i 1.1,
34 40 \ 3 4

Az utolsé tagok dsszege:

1, 1 (11N (1 1y_ 1 1
20132014 201412015\ 2013 2014\ 2014 2015 2013 !
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Az egyenbségek jobboldalait 6sszegezzik:

1.1 1,11 1 1 1 201
I-Z+Z—Z4=——+ .+ = 1- =
3 35 5 7

2013 2015~ 2015 20°

) 1007
Tehat A és B szamtani kozepe—.
2015
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