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43. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY
ORSZAGOS DONTO 1. fordulé

NYOLCADIK OSZTALY- MEGOLDASVAZLATOK

1. A 2014-et felirtuk harom természetes szam oOsszegekyy, hogy ha az disszamot elosztjuk a
masodikkal, akkor hanyadosként és maradékkéntas Kapunk. Ha pedig a harmadik szamot
osztjuk az eldvel, akkor a hanyados 6, a maradék pedig 20. Magyenb ez a harom

természetes szam?

Megoldas

Legyen x az etsszam, a masodik y és a harmadik z. Felirhatikdvatke? egyenbségeket:
X+y+z=2014 (N

)8( 'y =8 azazx =80y +8, illetve (I

2:X=6 ez = 60k+ 20, (1)

20

E két egyertiséglpl: z=6[{80y+ §+ 2(, tehatz = 480y+ 68.

Helyettesitstink (I)-be:. (8y+8) + y + (48y +68) 812

Végezzik el az 6sszevonasokat:

570y + 76= 2014, ahonnany =34, x =280, z= 170C.

Ellendrzéssel megdiyzédhetiink a kapott szamok helyességér

Elképzelhet, hogy a tanulok jelets része nem ir egyenleteket, csak a mennyiségoinyskat

ragadjak meg és abbdl okoskodjak ki az eredmeéryis £ pont, ha j0 megoldast kap.

2. Legyenek x és y egész szamok, tovabix0. Hany olyan egész szamokbol é(lré; y)szémpér

van, amely kielégitaz 2x% - 2xy + y2 = 28¢ egyenletet?
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Megoldas:
Képezziink telies négyzet@x? — 2xy + y2 = (x— y)2 +x2 = 289. Ennek az a tartalma, hogy két
négyzetszam dsszege 289.

frjuk fel 289-ig a négyzetszamokat: 0;1;4;9;16;8549:64;81;100;121;144;169;196;225:256;289

A négyzetszamok végdéseinek 6sszegét figyelembe véve adodik, hogy
289=17= G+ 17= &+ 18= 15+ & 1%

Mivel x=0 és x és 'y egész szamok, ezért a kovétkeadezett (x; y) szamparok teszik igazza az
egyenletet: (17; 17), (15;7), (15; 23), (8; 28),47), (0; 17), (0;-17). Tehat 7 ilyen szampartes

igazz4 az egyenletet.

3. Rajzold meg egy haromszdg harom beds harom kiits szogének felggét. Ezen hat egyenes

kozul melyik keté lehet mefleges egymasra?

Megoldas:
Az egy csucsbol induldbelss és kiuld szogfeledk melegesek egymasra, mert az altaluk

felezett szogek 0sszed8(. Szamitassaha a bel§ szog a, akkor a hozzatartoz6 kiblszog
180° - a _
2

180 - . A két félszog ('jsszeg% - 90° .
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Ezeken kivil semelyik mas parositasbhan nem lehetreaegesek egymasra.

Két belss szdgfeled nem lehet méiteges egymasra, mert akkor az altaluk felezettedzdgjének
0sszege is derékszdg lenne, azaz a két szog 6sk26géenne, ami nem lehet, mert akkor a két
oldal parhuzamos lenne.

Két kilsé szogfeled sem lehet méteges egymasra, hiszen a Kilszogfeled meileges a
megfeleb bels szogfeledre, azaz ha lenne két nderges kil§ szdgfeled, akkor az ezekhez
tartozd bels szogfeledknek is meblegeseknek kellene lenniik (egy négyzetet zarnaekéz
négy egyenes).

Egy kilsé és egy vele nem azonos csucsbdl induld Belszogfeled nem lehet méileges
egymasra, mert akkor a kilez tartozé beltsszogfeled szintén mesleges erre, s ez parhuzamos
lenne egy masik bdlsszogfeledvel, ami nyilvan nem lehet. Masként kifejezve: alskl
szOgfeledre két bel§ szogfeled is mebleges lenne, vagyis két bélszdgfeled parhuzamos

lenne, ami lehetetlen.

4. Legyen p otnél nagyobb primszam. Igazold, hogy(p-2){{p- 1) p+ 3 p+ 2 szorzat
oszthat6 360-nal.
Megoldas:
360= 89E, tehat a 360-nal val6é oszthatésag elégségesdieltdtogy a szam oszthat6 legyen 8-
cal, 9-cel és 5-tel, mert ezek a szamok relatimeki
A" p 6tnél nagyobb primszam" feltétel migit-1 és p+1 két egymast kdvétparos szam, tehat
kozuluk az egyik 4-gyel is oszthato, tehdfpe- 2) [{ p— ) [f p+ 3{ p+ 2 szorzat oszthat6 8-cal.
A p-2, p— 1 gvalamintp, p+1, p+ Zharom-harom egymast kdvetermészetes szam, tehat
van koztik egy-egy 3-mal oszthat6. Mivpl nem oszthaté 3-mal, ezépg-2, p-1 illetve
p+1, p+ 2kozll egy-egy oszthatd 3-mal. Tehat az adott &fé$ oszthatd 9-cel.
A (p-2){{p-)0pd p+ J{ p- 2 szorzatban 6t egymast kogetermészetes szam szerepel,
tehat valamelyik oszthatd 5-tel. Ez nem lelpeta feladat feltétele miatt, tehat az adott szorzat

oszthato 5-tel is. Ezzel igazoltuk a feladat &hta
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5. Az ABCD rombusz A csucsnal 16\sz6ge60°. A rombusz B

AD oldalanak belsejében felvettiink egy N pontoth@
szakasz belsejében pedig egy M pontot. Igazoljdtokyy <
ha a BMN haromszdg valamelyik sz66§6°, akkor a BMN 4
haromszo6g szabalyos.

1. megoldas:

Két eset lehetséges:

a) Ha az NBM sz0®0° -os.

Tudjuk, hogy a rombuszunk AD oldala egyeriosszi a BD éatloval. Az ABN szbg egyénl
nagysagu a DBM szdggel, mert mindkéetiz NBD sz6g egésziti 60° -ra. Ezek alapjan az ANB

és a DMB haromszégek egybevagok, mert egy oldalb&¥BD) és A rajta feké két szogben
megegyeznek, ami azt jelenti, hogBN =BM. Teha& az NBM haromszdg egy olyan
egyenbszarl haromszég, amelynek a sz&@i-os szdget zarnak be. Tehat a masik két szdge is
60° -0s. Ezt akartuk bizonyitani.

b) Ha a BNM sz6g50° -0s.

Az N ponton at htizzunk parhuzamost a BD atloval.dg o b

ANG haromszdg egy szabalyos haromszog le

Megmutatjuk, hogy a GBN és az NDM héromsz'c')gA ’\
egybevagok. ANGBA = NDM& = 120°. . C

AGENZ = 180° — (120° + GNEB &), az
MND# = 180° — (60° + 60°+ GNBZ£). Tehat a két
haromszdg szdgei egyékl Az oldalaik kozil a GB és az ND egyénimert GB=AB-AG,
illetve ND =AD —AN, s a felirt egyefrdségekben a jobboldalak egyéhl

Belattuk, hogyGEN a= NDM &, amidl az kdvetkezik, hogyNB = NM, s (jra talaltunk egy

olyan egyerth szard haromszdget, amelynek a sz&@i-os szogez zarnak be, tehat szabalyos.
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2. megoldas:

Megoldas forgatassal: forgassuk el az N pontot Bilk660°-kal. Mivel az AD szakasz képe ennél
a forgatdsnal a DC szakasz, ezért az N’ képpon€aiakaszon van, a BNN’ haromszdg pedig
szliikségszéen szabalyos. Ugyanigy az M pontot B koril —60°fkagjatva a kapott M’ pont az
AD szakaszon van, és BMM’ haromszdg szabalyos.

Ha NBM szdg 60°-0s, akkor MBN’ szégre 0° marad,ateM = N’. igy a BMN haromszog
megegyezik BN'N haromszoggel, tehat szabalyos.

Ha BMN szég 60°-0s, akkor az M'MN sz6g-re marad t@hat M’ = N. igy a BMN haromszdg
megegyezik BMM’ haromszo6ggel, tehat szabalyos.

Ha pedig BNM szdg 60°-0s, akkor az N'NM szdg-re ama0°, tehat N’ = M. igy a BMN
haromsz6g megegyezik BN'N haromszdggel, tehat syaba
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