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47. TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY
Orszagos donté — 2. nap

NYOLCADIK OSZTALY

JAVITASI UTMUTATO

1. Vegyiik az egész szamokat 1001-t61 2000-ig, és mindegyiknek keressiik meg a legnagyobb péaratlan
osztojat. Mennyi az igy kapott 1000 darab szam Osszege?

Els6 megoldas

Bebizonyitjuk, hogy a feladatban szereplé 1000 darab szam legnagyobb paratlan oszt6i éppen az
1, 3, ..., 1999 szamok lesznek valamilyen sorrendben. (1 pont)

Vegyiik észre, hogy a felsorolt szamok éppen 1000-en vannak, és csak koziiliik kertilhet ki a legna-
gyobb pératlan oszto, ezért elég belatni, hogy a felsorolt 1000 szam legnagyobb paratlan osztoja
csupa kiilonb6z6 szam. (2 pont)

Ehhez vegyiik észre, hogyha az x szam a legnagyobb paratlan osztdja n, akkor a szam felirhato
2k . n alakban. Valoban, ha x/n nem lenne kettShatvany, akkor lenne egynél nagyobb péaratlan
osztoja, mondjuk y és igy n -y is paratlan osztoja lenne z-nek, ami n-nél nagyobb, és ez ellent-
mondas. Ez pedig azt jelenti, hogy ha két szamnak ugyanaz a legnagyobb paratlan osztéja, akkor
a hanyadosuk egy kettShatvany, de az adott 1000 szam koziil még a legnagyobb és a legkisebb
hényadosa is kisebb, mint 2. (3 pont)

Igy nincs mas hatra, mint dsszeadni a paratlan szamokat 1-t6l 1999-ig: az eredmény 1 000 000.
(1 pont)
Osszesen: 7 pont

Masodik megoldas
Teljes indukcioval bizonyitjuk a kévetkezs allitést: az n+ 1, n+ 2...2n szamok legnagyobb péa-

ratlan osztéi az 1, 3, 5,...2n — 1 szdmok valamilyen sorrendben. (2 pont)

n = 1 esetén igaz az allitas: a 2 legnagyobb paratlan osztoja az 1. (1 pont)

Tegyiik fel, hogy valamilyen n-re méar bizonyitottuk az allitast, és nézziikk meg, mi valtozik,
amikor eggyel nagyobb n-re tériink at.




n+1ln+2,...,2n
n+2,....2n,2n+1,2n+2=2(n+1)

Kimarad az n + 1, bejon helyette a 2n + 1 és a 2n 4 2. Utobbi legnagyobb paratlan osztoja
ugyanannyi, mint n + 1 legnagyobb paratlan osztoja, tehat annyi valtozott, hogy belépett a
2n + 1 legnagyobb paratlan osztéja, ami nyilvanvaléan 2n + 1. Ez pedig igazolja az allitasunkat
az eggyel nagyobb n értékre is, hiszen eddig 1-t6l (2n — 1)-ig kaptuk meg a paratlan szdmokat,
és ehhez jott most hozzéa a 2n + 1. (3 pont)

Nincs méas hatra, mint 6sszeadni a paratlan szamokat 1-t6l 1999-ig: az eredmény 1 000 000.
(1 pont)
Osszesen: 7 pont

Harmadik megoldas vazlata

Ha a teljes indukciés modszer még nem megy, akkor ,direkt” modon is végigvihet§ a szamolas,
csak kicsit munkasabban. Egy menetben mindig kivalogatjuk a paratlan szamokat (ezek keriilnek
az Osszegbe) és a kovetkezd menetre megtartjuk a paros szamok felét. (A felezés nem valtoztatja
meg a legnagyobb paratlan osztot.)

kovetkezd menetre marad
501, 502,503, ...,1000

megmaradt szamok
1001, 1002, . . ., 2000

a paratlanok
1001, 1003, . .., 1999

501,502,503, . .., 1000
251,252,253, ..., 500
126,127,128, ..., 250
63,64,65,...,125
32,33,34,...,62
16,17,18,...,31
8,9,10,...,15
4,5,6,7

2,3

1

501,503, 505, . . ., 999
251,253,255, . .., 499
127,129,131, ..., 249
63,65,67,...,125

33,35,37,...,61
17,19,21,...,31
9,11,13,15

5,7

3

1

251,252,253, . ..,500
126,127,128, ..., 250
63,64,65,...,125
32,33,34,...,62
16,17,18,...,31
8,9,10,...,15
4,5,6,7

2,3

1

Lathato, hogy végiil 1-t6l 1999-ig megkapjuk az Osszes paratlan szamot, mindegyiket pontosan
egyszer. Ezek 0sszege az el6z6 megoldasban irtak szerint egymillio.




2. Hanyféle modon lehet egy szabalyos 100-sz6g cstcsai koziil kivalasztani harmat gy, hogy a
kivalasztott harom csics kozott ne legyen se két szomszédos, se két atellenes?

Els6 megoldas

Nevezziik atmérének a 100-sz0g leghosszabb atloit. A feltételek miatt a kivalasztott pontok csak
kiilonb6z6 atmérsk végpontjai lehetnek. Ezért két 1épésben végezziik a kivalasztast: elGszor ha-
rom atmérét valasztunk, utana pedig minden dtmérs valamelyik végpontjat. Osszesen (530)—fé1e
modon valaszthato ki 3 atmérd az 50 koziil, de ezt még harom esetre kell bontani aszerint, hogy
hany ,szomszédos” van az atmérsk kozott. (2 pont)

e Harom szomszédos atmérs 50-féle modon valaszthato (az iranyitott koriiljaras szerinti elss-
vel definidlva a harmast). Barmelyikiik egyik végpontjat kivalasztva a masik ketténél mar
egyértelm, kit kell valasztani. Ez 50 - 2 lehetdség. (1 pont)

e Két szomszédos és egy nem szomszédos atmérs 50 - 46-féle moédon valaszthato. A szomszé-
dosakat az el6z6khoz hasonléan 50-féle modon valaszthatjuk, a nem szomszédosnal pedig
a két szomszédos és a két mellettiik levs van kizérva. Ezutdn a végpontok kétféleképpen
valaszthatok a szomszédosaknal, és kétféle modon a harmadik atmérénél. Ez 50 - 46 - 2 - 2
eset. (1 pont)

e Végiil harom nem szomszédos atméré (530) — 50 — 50 - 46-féle modon valaszthato ki, és ez-

utan a végpontok valasztasara 8 lehetéségiink lesz. Ez ((530) — 50 — 50 - 46) -8 eset. (1 pont)

Az Osszes megoldasok széama igy

50
50~2+50-46~2-2—|—(<3)—50—50-46>-8:100-(1—|—46-2+49~32—4—46-4):

=100 - (14 92 + 1568 — 4 — 184) = 100 - 1473 = 147300.

(2 pont)
Osszesen: 7 pont




Masodik megoldas

Vonjuk ki az 6sszes eset szamabol a rossz hdromszogek szamat. A rossz esetek szamanak megélla-
pitdsanal az igényel odafigyelést, hogy semelyik haromszoget ne szamoljuk meg egynél tobbszor.

Rossz eset az, amikor a haromszognek van két atellenes csiicsa, de nincs szomszédos. A két atel-
lenes csticsot 50-féle modon lehet valasztani, a harmadikat pedig 94-féle modon, ez tehat 50 - 94
eset. (2 pont)

A t6bbi rossz haromszogben van szomszédos pont, és ezekbdl még egyiket se szamoltuk meg.
Ha két szomszédos pontpar van, abbol 100 darab eset van. Végiil ha pontosan egy szomszédos
pontpar van, akkor a szomszédos pontpart 100-féle médon tudjuk kivalasztani, a harmadik pont
pedig 96-féle modon valaszthatd, mert nem lehet a két kivalasztott pont, és a szomszédos pont-
par két szomszédja, vagyis ez 100 - 96 darab haromszog. (3 pont)

A végeredmény tehéat
100 100
( 3 ) — (50 - 94 + 100 + 100 - 96) = ( 3 ) — 14400 =

50 - 33 -98 — 14400 = 100 - (33 - 49 — 144) = 100 - (1617 — 144) = 100 - 1473 = 147300.
(2 pont)

. Hatéarozd meg azokat az abed négyjegy szamokat, amelyek egyenlék az ab és cd kétjegyt szamok
szorzatanak kétszeresével.

Elsé megoldas

Legyen x = ab, y = cd, (10 < z,y < 99). A feltétel szerint 100z +y = 22y, azaz y = 2zy— 100z =
(2y — 100)x, tehat y az x tobbszorose. (3 pont)

Ha y = kx, akkor a 100z + kx = 2kz? egyenletet kapjuk, ahonnan 100+ k = 2kz (hiszen x # 0).
Mivel 1 < k£ <9, tovabba az is lathato, hogy k-nak péarosnak kell lennie, ezért gyors probalga-
tassal k =4, x = 13 adodik. (2 pont)

Tehat a feladat egyetlen megoldasa: 1352. (2 pont)
Osszesen: 7 pont




Masodik megoldas
Legyen x = ab, y = cd, (10 < x,y < 99). A feltétel szerint (hasznalva, hogy 2z — 1 # 0)

100z 50(2x — 1) + 50 50
1 = 2 = = pu—
00z +y =21y <=y =75"3 21 — 1 0t 5
Ez csak ugy lehet egész, ha 2o — 1 az 6tven osztdja. (3 pont)

Az z-r és y-ra vonatkozo feltételeket is figyelembe véve egyediil a 20 — 1 = 25 valasztast ered-

ményez kétjegyl pozitiv egészeket az ismeretlenekre. (2 pont)
Ekkor z = 13 és y = 52, tehat az egyetlen megfelel6 négyjegyd szam az 1352. (2 pont)

Osszesen: 7 pont
Megjegyzés

A helyes megoldas megtalalasa probalgatassal 2 pontot ér.

. Egy derékszogii hdromszog beirt kore az atfogdt egy d és egy e hossziisagu szakaszra osztja.
Bizonyitsd be, hogy a d - e szorzat egyenl§ a haromszog teriiletével.

Els6 megoldas Az ABC haromszog C' csiicséanal 1évs szoge legyen derékszog, a beirt kdrének
kozéppontja legyen O, a BC, CA, AB oldalon a beirt kor érintési pontjai legyenek P, @) és R.
Tiikrozziik P-t és Q-t a BC, illetve a C' A oldal felez6pontjara, igy kapjuk P’-t és Q’-t. Tiikrozziik
O-t és R-t az AB oldal felez6pontjara, igy kapjuk O'-t és R'-t.

AI

f\/ ,
QKTR T/O
QTQT N

c TP P'T B

(Az abra csaloka, az O'Q" nem feltétleniil érinti a beirt kort.)

Mivel P’ és az O pont ugyanakkora (a — r) tavolsagra van a C'A egyenestdl, illetve a Q' és O’
pont ugyanakkora (b—r) tavolsdgra van a C'B egyenestdl, ezért C' P'O’Q)’ téglalap. Megmutatjuk,
hogy a téglalap teriilete egyenlsé az ABC haromszog teriiletével.




Messe a téglalap O’ P’ oldala AB-t az X pontban, O'Q)’ oldala pedig messe AB-t Y-ban. Vegyiik
észre, hogy az X BP' haromszog egybevago az X R'O" haromszoggel: szogeik megegyeznek (de-
rékszogiiek és van egy csucsszogparjuk), és mindkettének az egyik (megfelels) befogoja r hosszu.
Ugyanigy belathato, hogy Y AQ' haromszog egybevago az Y R'O’ haromszoggel. Az eddigiek
alapjan vilagos, hogy az ABC haromszog és a CP'O'Q)’ téglalap egyforma teriiletd. (5 pont)

Elég megmutatni a téglalap két oldalarol, hogy hosszuk AR illetve BR. Ez pedig nem nehéz,
hiszen (felhasznalva azt, hogy egy adott pontbol egy kérhoz egyforma hosszi érinté szakaszok
huzhatok, CP' = BP = BR és CQ)' = AQ = AR. Ezzel az allitast bizonyitottuk. (2 pont)

Osszesen: 7 pont

Masodik megoldas

Legyen a beirt kor sugara r, ekkor a befogok hossza r +d és r +e. A beirt kor érintési pontokba
huzott sugarai két derékszogt deltoidra és egy négyzetre bontjak a haromszoget. Ezek teriiletének
Osszege és befogok szorzatanak fele is egyenl$ a haromszog teriiletével:

T_ (7’+d)2('r+e)
2T = 12 4+ rd 4 re +de
T

T = de

Osszesen: 7 pont
Harmadik megoldas
Az érintGszakaszok formulainak ismeretében, hasznélva Pitagorasz tételét:

(c+b—a)c—b+a) —(a—b? 2ab ab
4 B 4 42

de=(s—a)(s—b) =

Osszesen: 7 pont

A feladatokat Osszeallitotta: Gyenes Zoltan, Jakucs Erika, Nagy Kartal, Steller Gabor.
Lektoralta: Erben Péter, Gyéry Akos.
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