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47. TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY
Orszagos donté — 1. nap

NYOLCADIK OSZTALY

JAVITASI UTMUTATO

1. Van egy piros és egy zold korongunk. Mindkét korong mindkét oldalan van egy-egy pozitiv
egész szam, a piros korong egyik oldalan a 2000, a zold korong egyik oldalan a 18 talalhato.
A korongokat az Osszes lehetséges modon az asztallapra helyezve a korongon lathatd széamok
Osszegére pontosan négyféle kiilonb6z6 eredményt kaphatunk, és ezek rdadasul egymast kévetd
pozitiv egész szamok. Milyen szamok &allhatnak a korongok tilso oldalan? Az Osszes lehetséges
megoldast keresd meg!

Megoldas

A piros korong két oldalan alljon p; < po, a zold korong két oldalan alljon z; < z,. Ekkor a
legkisebb Osszes p; + z1, a legnagyobb py + 2o, és a két kozépsore két lehetGség van. (1 pont)

Nézziik még a két lehetdséget kiilon-kiilon:

1. eset: p1+21 < p1+20 < pot+21 < pa+29. Ekkor vilagos, hogy zo = 2141 és ps = p1+2, és ezzel a
két feltétellel tényleg négy egymast kévetd szam lesz az 6sszeg. Innen a megoldasok (p1, pe, 21, 22)
sorrendben: (1998,2000,17,18), (1998,2000, 18,19), (2000, 2002,17,18) és (2000, 2002, 18, 19).

(3 pont)

2. eset: p1 + 21 < po+ 21 < p1+ 22 < p2 + 2o. Ekkor vilagos, hogy ps = p1 + 2 és 20 = 21 + 2,
és ezzel a két feltétellel tényleg négy egymast kovetd szam lesz az Gsszeg. Innen a megoldasok:
(1999, 2000, 16, 18), (1999, 2000, 18, 20), (2000, 2001, 16, 18) és (2000, 2001, 18, 20). (3 pont)

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés

Ha valaki legalabb négy megoldést talal, kapjon 1 pontot, ha mind a nyolcat megtalalja, kapjon
2-t.

2. Az ABCD négyzet atloinak metszéspontja O, az AB oldal A-hoz legkozelebb es6 negyedelGpontja
N, az AD oldal egy bels6 pontja P. Az OP egyenes a DN szakaszt az X, a BC oldalt az Y
pontban metszi. Lehetséges-e, hogy a XY C'D négyszog teriilete éppen haromszorosa az AN X P
négyszog teriiletének?




Megoldas

Legyen a négyzet teriilete 1 és vezessiik be az alabbi jeloléseket: Tanyxp = a, Trxp = d és
Txycp = c. Kénnyen lathato, hogy a+d = % és mivel a négyzet kozéppontjan atmend egyenesek
felezik a négyzet teriiletét, ezért c+d = % Ha igaz lenne, hogy ¢ = 3a, akkor c+d = 3a+d = %

. et a1 _1_1_"3 ‘o _ 3 _ 1 _ 2 3 _ i
és a + d = g kiilonbségebdl 2a = 5 — g = £, vagyis a = {5. Deekkor d = ¢ —a =5 — 15 = — 15
lenne, ami lehetetlen.

Tehat a kérdésre a valasz: nem lehetséges. Osszesen: 7 pont

. Melyek azok az n pozitiv egész szamok, melyekre 55; négyzetszam?
-n
Megoldas
n  —(555—n)+555 - 555
555 —n 555 — n B 555 —n

Egy négyzetszam nem negativ, ezért elég 555 pozitiv osztoit vizsgalni. Olyan osztot keresiink
tehét, amely 1-gyel nagyobb egy négyzetszamnal, és ezek osztoparja lesz 555 — n. (3 pont)

555 =1-555=3-185 =5-111 = 15-37, tehat a szoba jovs osztok: 1, 5,37, vagyis 555 — n értéke
555, 111 vagy 15. (2 pont)

Az els6 esetben n nem pozitiv egész. A mésik két esetben n = 444 (és a négyzetszam a 4), illetve
n = 540 (és a négyzetszam a 36). (2 pont)
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés
Egy megoldas 1 pontot, mindkét megoldas 2 pontot ér.

. Anna és Roland a kovetkez§ jatékot jatsszak. Roland beirja egy n x n-es tablazat mezGibe a
szamokat 1-t6l n2-ig valamilyen elrendezésben. Annanak a téblazat bal felss sarkabol indulva el
kell jutnia a tablazat jobb als6 sarkaig tigy, hogy mindig élszomszédos mezére 1ép, és olyan mezdére
nem léphet, ahol korabban mar jart. Célja, hogy az Gt soran érintett mezékben szerepeld szémok
Osszege a lehets legnagyobb legyen. Roland tgy probalja kezdetben kitolteni a tablazatot, hogy
az Anna altal elérhets Osszeg a lehetd legkisebb legyen. Hatarozzuk meg minden n > 1 esetén
az Anna altal elérhetd legnagyobb Osszeget (feltételezziik, hogy Anna és Roland is optiméalisan
jatszik).




Megoldas

Ha n paratlan, akkor az 0sszes szdm begytijthetd, példaul oszloponként le,fel le.fel,. . . fel le beja-

rassal. Igy az elrendezéstdl fiiggetleniil Anna mindig el tudja érni az 1 +2+3+...+n? = "2("22 +1)
Osszeget, tehat a legnagyobb érték is ennyi. (1 pont)

Ha n paros, akkor szinezziik ki a négyzet mezsit sakktablaszertien, legyen mondjuk a bal felsé
mez6 sotét. A 1épési szabaly szerint a meglatogatott mezdk szine sotét - vilagos - sotét - .. .-
sotét, ezért az ut soran eggyel tobb sotét mezét érintettiink. Mivel a tablan egyenls a sotét és
vilagos mezdk szama, legalabb egy vilagos mezd kimaradt. (1 pont)

Késébb megmutatjuk, hogy elérhets: egyetlen vildgos mezé maradjon csak ki, és az barmelyik
lehet.

Ebbdl kovetkezik, hogy akkor lesz a legkisebb egy adott elrendezéshez tartozé 6sszeg, amikor
a vildgos mez6kon vannak a nagyobb szamok, vagyis n?/2 + 1,n?/2 + 2,...,n?% A fenti alli-
tas alapjan a kihagyott vildgos mez&t valaszthatjuk tgy, hogy a lehets legkisebb legyen a Kki-
marad6 szam, vagyis n?/2 + 1. Tehat paros n esetén a legnagyobbak kozotti legkisebb érték

L4243+ nd = (0224 1) = 2o (2 1) = 22 (2 pont)

Most bebizonyitjuk, hogy barmelyik vilagos mez6hdz van olyan ut, ami azt az egy mez6t hagyja
ki.

A vilagos mezdk ,koordindtainak” paritasa kiilonbozs. Feltehetjiik, hogy a kivélasztott vilagos
mez6 paros oszlopban és péaratlan sorban van (kiilonben tiikrozhetiink a bal fels§ - jobb also
atlora). Ekkor a kivalasztott mezo felett paros sok teljes sor van, téle balra pedig paratlan sok
teljes oszlop. A bejaras torténhet igy:

e ElGszor bejarjuk jobb -bal -jobb - bal . . . sorrendben a kivalasztott mezd feletti teljes sorokat.

e Ezutan bejarjuk le - fel -le -fel - ... sorrendben a kivalasztott mezd elétti teljes oszlopokat,
kivéve a legjobbra levét.

e BEzutan cikk-cakkban bejarjuk a kivalasztott mezd6 oszlopat és a téle balra lévét tgy, hogy
végiil a kivalasztott mezd oszlopanak legaljara érkeziink.

e Végiil a megmaradt bal alsd téglalapot bejarhatjuk alulrél indulva fel - le - fel - le -
...sorrendben, mert mindkét mérete péros.

A bejarasi algoritmust az alabbi abra szemlélteti n = 6 esetén, amikor a kivalasztott vildgos
mez3 a harmadik sor negyedik oszlopaban van. (3 pont)
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Osszesen: 7 pont

5. A PQRS négyzetbdl a sarkainal levagtuk a PAH, QCB, RED, SGF egyenld szartu haromszo-
geket az abra szerint, igy egy nyolcszoget kaptunk. Bizonyitsd be, hogy az ACEG és a BDFH
négyszog teriilete egyenld.

S F E R
D
G
C
H




Elsé megoldas

S F E R
R—oTh D
¢ G
e C
by sla | P
P A B Q

Legyen a négyzet oldaldnak hossza a.

Az abrat ugy kapjuk, hogy tiikrozziik a P és az A pontot a HB felezGpontjara, a () és a C' pon-
tot a BD felez6pontjara, az R és az E pontot a DF' felez6pontjara, az S és a G pontot az FH
felez6pontjara. A tiikrozésekbdl adodo egybevagosagokat felhasznalva az jon ki, hogy a BDFH
négyszog teriilete megkaphato tgy, hogy az ABCDEFGH nyolcszog teriiletéhez hozzaadjuk a
BQC, DRE, FCG, HPA haromszogek és a P'QQ'R'S’ téglalap teriiletét, és a kapott teriiletet
elfelezziik. (4 pont)

Igy mar csak azt kell megmutatni, hogy ha a P, Q, R, S pontokat a GA, AC, CE, EG szakaszok
felez6pontjara tiikkrozziik, akkor a kapott P”Q"R"S” téglalap teriilete megegyezik a P'Q'R'S’
téglalap teriiletével. Ez viszont nem nehéz, mert az utobbi teriilete konnyen lathaté moédon
la — BQ — FS|-|la — DR — HP)|, az el6bbié pedig |a — PA — RE| - |a — QC — SG|. Ezek pedig
egyenlSk, mert a négyzet sarkaiban 1évs egyenls szartu derékszogi haromszogek miatt BQ = QC,
FS=SG, DR=RFE é HP = PA. (3 pont)

Osszesen: 7 pont

Masodik megoldas

Tekintsiik a négyzet oldalat egységnyinek és vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: HP = PA = «,
BQ =QC =y, DR=RE =z és F'S = SG = w. A két kérdéses négyszog teriilete kifejezhetd
gy, hogy az eredeti egység négyzetbdl derékszogi haromszogeket vagunk le.




Tacec = Trors — Tacg — Tere — Tesc — Tapa
l-—z)y+(1—-yz+(1—-2)w+(1—w)x

—1—
2
_q T+Yy+z+w—xTY—Yz —2W — WT
B 2
Hasonloéan:
Tspru = Trqrs — TBgp — Tprr — Trsu — Turs
_ 1 Yl-2)+z(l—w) +w(l —z) +z(l -y
B 2
_q THYyY+z+w—xYy—Yr — 2w — W
B 2
Ugyanazt a formulat kaptuk a két teriiletre, tehat megegyeznek. (7 pont)

Osszesen: 7 pont

A feladatokat Osszeallitotta: Gyenes Zoltan, Jakucs Erika, Nagy Kartal, Steller Gabor.
Lektoralta: Erben Péter, Gyéry Akos.
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