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48. TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY
Orszagos dontsé — 2. nap — 2019. majus 25.
NYOLCADIK OSZTALY

MEGOLDASOK

1. Egy tiztagu barati tarsasag egy furcsa étterembe ment ebédelni. Egy kerekasztal koré iiltetik le, a
székek 1-t6l 10-ig szamozottak. Az ebéd végén mindenkinek annyiszor 1000 forintot kell fizetni,
amennyi a két szomszédja sorszamanak kiilonbsége (a kiilonbség képzésekor a kisebb szamot
vonjuk ki a nagyobbol). A székeket a pincér rendezheti el a tarsasig érkezése eltt. Mit tegyen
a lehetd legnagyobb szamla elérése érdekében?

1. megoldas

Jeloljiik valamilyen koriiljarés szerint a székek sorszamat betikkel: a,b,c,d,e, f,g,h,i,5. a és b
kiilonbsége a — b-vel vagy b — a-val egyenld, ez elmondhat6 a t6bbi kiilonbségrsl is. Ha 6sszead-
juk a 10 kiilonbséget, és elvégezziik az 6sszevonésokat, a, b, ¢, d, e, f, g, h, i, j mindegyike —2-szer,
0-szor vagy 2-szer fog szerepelni az Gsszegben. (1 pont)
Azt is vegylik észre, hogy az egylitthatok osszege 0. Valoban, ha a,b, ¢, d, e, f, g, h, i, j mindegyi-
kének értéke 1 lenne, a kapott kifejezés akkor is helyesen adja meg a kiilonbségek 0sszegét (hiszen
a—>bésb—ais0), ami 0, masrészt viszont pont az egyiitthatok Osszegét kapjuk meg. Ez azt
jelenti, hogy ugyanannyi 2, mint -2 lesz az egytitthatok kozott. (2 pont)
Ha van 0 az egyiitthatok kozott, akkor persze van még egy maésik 0 is (a 0-k szama péros),
akkor ha a nagyobb sorszam egyiitthatojat 2-re, a kisebbét -2-re valtoztatom, akkor néveltem
az Osszeget a két sorszam kiilonbségének kétszeresével. (1 pont)
Végiil ha a 6, 7, 8, 9, 10 sorszamok egyiitthatdja kozott van -2, akkor az 1, 2, 3, 4, 5 sorszamok
egytitthatoja kozott van 2 (hiszen 6t 2 és 6t -2 egyiitthato szerepel. Ha most ezt a két egyiitthatot
kicserélem, akkor noveltem az Osszeget a két sorszam kiilonbségének négyszeresével. (2 pont)
Mivel csak véges sok kombinacio lehetséges, igy tényleg van olyan eset, amikor az 6sszeg a lehetd
legnagyobb, és az el6z6ek alapjan ez nem lehet més, mint a 2(10+94-8+7+6)—2(54+4+3+2+1) =
50 eset. (1 pont)
Ez a sorrend csak akkor lenne megvalosithato, ha nem lenne masodszomszédos a 6, 7, 8, 9, 10
szamok kozott, ami nem lehetséges: ha megnézziik a korben a péros helyeket, legfeljebb ketts

lehetne legalabb 6, és ugyanez elmondhat6 a kérben a paratlan helyekrdl is. (1 pont)
A masodik legnagyobb szoba jovs szam a 48 (hiszen az 6sszeg paros, mert mindegyik egyiitthato
paros), és ez el is érhetd, példaul igy: 10, 8, 1, 3,9, 7, 2, 4, 5, 6. (1 pont)

Osszesen: 7 pont
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2. megoldas

Jeloljiik valamilyen koriiljaras szerint a székek sorszaméat bettikkel: a,b,c,d, e, f, g, h, 1, 7, és kos-
siik Gssze azokat, amelyek kiilonbsége szerepel a végosszegben. Szamoljunk az egyszeriiség ked-
véért a kiilonbségek Osszegével, elég az eredményt a legvégén megszorozni 1000-rel.

Lathato, hogy az {a,1, g, e, c}, illetve a {b, j, h, f,d} ,korokben” egymastol fiiggetleniil varialhato
a székek sorrendje. Tehét a pincér feladata ligyesen két 6t6s csoportra osztani a tiz széket, majd
a két 6tos korben megtalalni a legjobb elrendezést. (1 pont)

Mivel minden sorszam két kiilonbségben szerepel, ezért a kévetkezdk teljesiilnek:

o A végosszeg felfoghatd egy husztagu Osszegként,
e amelyben tiz tag pozitiv, tiz tag pedig negativ elgjeld
e ¢s a tagok abszolutértékei az 1,1,2,2,...,10, 10 szamok.

(1 pont)
Az alabbi elrendezésben 48 az Gsszeg.
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(1I0-1D)+9-1)4+0O9=5)+(—-2)+ (10— 2)+
+H(T7-3)+(7T—-6)+(6—-4)+8—-4)+(8—-3) =
=(9+8+4+3+8)+(4+1+2+4+5)=32+16=48

(2 pont)

Megmutatjuk, hogy ez az elérhetd legnagyobb végdsszeg. Rendezziik at a tagokat elGjel szerint
csoportositva, és ezen beliil abszolatértékiik szerint csokkenGen rendezve:

48=10+10+94+9+8+8+74+7+6+(5—6)—5—-4—-4-3-3-2-2—-1—1

Mivel pontosan a tagok fele lesz negativ elGjeld, egyetlen nagyobb végosszeg lenne elképzelhetd,
ahol a kozépen 1év6 zardjelben 5 — 6 helyett —5 + 6 szerepel. Ekkor ugyanis a htisz szam koziil
pont a tiz legnagyobb abszolutértéki kapna pozitiv elGjelet. (1 pont)
De ez nem lehetséges, mert egy 6t6s ,,korben” 6t pozitiv és 6t negativ elGjeld tag keletkezik, és a
10,9, 8,7, 6 szamok koziil valamelyik hdrom egy 6tosbe keriil, ott pedig nem tud mind a harom
kétszer pozitiv elGjellel szerepelni. (1 pont)
Tehat a fenti abran lathato elrendezés vezet a legnagyobb szamlahoz, ami 48000 forint. (1 pont)

Osszesen: 7 pont

. Nevezziik egy hdromszog valamely oldalat kurtdnak, ha révidebb a hozzabb tartozé magassagnal.
Legfeljebb hany kurta oldala lehet egy haromszognek?

Megoldas

Egy kurta oldal nyilvan lehetséges (egy haromszogben tetszélegesen meg lehet valasztani egy ol-
dalt és a hozza tartozo magasségot). Megmutatjuk, hogy egynél tobb kurta oldal nem lehetséges.
(1 pont)

Jelolje a haromszog oldalait a, b és ¢, a hozzajuk tartozé magassagokat m,, my és m.. Az
altalanossag rovasa nélkiil feltehetd, hogy a < b < c.

Vegyiik észre, hogy egyik magassiag sem lehet hosszabb, mint az a két oldal, amely nem tartozik
hozzé (tehat pl. m, < b és m, < ¢), hiszen egy pont és egy egyenes kozott a legrovidebb tévol-
sagot a merdleges szakasz hatarozza meg. (3 pont)

Ezek alapjan m. < b < ¢, azaz ¢ nem lehet kurta, és my, < a < b, igy b sem lehet kurta. Ezzel az
allitasunkat belattuk. (3 pont)
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3. Egy sorozat barmely négy (ebben a sorrendben) egymast kovets a, b, ¢ és d tagjara teljesiil,
hogy a-d =1b-c. A sorozat elsé tagja 112, negyedik tagja 192, hetedik tagja 378. Mennyi lehet
a sorozat 12. tagja? (A sorozatnak lehetnek nem egész tagjai is!)

1. megoldas

A sorozatban nem szerepelhet a 0. Ugyanis az els6 és a negyedik tagja nem nulla, igy a masodik
¢és a harmadik sem az (a szorzatuk nem nulla). Ha viszont két egymést mellett 1évS tag nem
nulla, akkor az el6ttiik és a mogottiik 1évs tag sem nulla (mert a szorzatuk nem nulla), igy tehat

a sorozat egyik tagja sem nulla. (1 pont)
Ezutan keresztbe osztva azt kapjuk, hogy ¢ = g. Ebbdl azonnal kévetkezik, hogy barmely két,
egymast kettével kovets tagnak ugyanakkora az ardnya. Jelolje ezt az aranyt q. (3 pont)

. . . e P . P ., . 378 o 3
Mivel ismerjiik az elsé és a hetedik tagot, az eddigiek alapjan azt kapjuk, hogy 715 = ¢°. Innen
kis szamolassal ¢ = % mivel a 12. tag a 4. tag ¢*-szerese, igy a feladat kérdésére a valasz: 972.
(3 pont)

2. megoldas

A sorozat masodik tagja nem lehet nulla, mert a masodik és a harmadik tag szorzata nem nulla.

(1 pont)
Dolgozzunk a szamok primtényezGs felbontéséaval, és fejezziik ki a hidnyzo tagokat a mésodik
taggal, ay = z-szel.

1 1 1 1
a =2"T,ay = x,a3=—-2"-3-7T,a4 = 2°.3,05 = —-2'°-3%- 7,05 = =-2".3% 0y = —-2%.3°.7
x x x x
(3 pont)
Az el6z6 felsorolas utolso tagjanak ismerjiik értékét: a; =2-3%-7 = % -2%22.3%.7. (1 pont)
Innen 23 = 22!, vagyis x = 27 adodik. (1 pont)
Most méar egyértelmten felirhato az osszes tag, és ajo-re 22 - 3° = 972 jon ki. (1 pont)

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: A befejezés szamolasa egyszertisithets azzal, ha a 2, 3 és 7 kitevGjét irjuk csak fel.

(4,0,1) = (7,0,0) — (3,1,1) = (6,1,0) — (2,2,1) — (5,2,0) —
—(1,3,1) — (4,3,0) = (0,4,1) — (3,4,0) — (—=1,5,1) — (2,5,0)

Az utolso el6tti harmasban a —1 kitev6hoz az % hatvany érték tartozik, igy aq; nem egész.
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4. A 8.c osztalyba 29 gyerek jar. Azt tudjuk, hogy mindegyik gyerek 14 vagy 15 éves. Az osz-
talyfénok meg akarja tudni, hogy hény éves az egyik gyerek, de a gyerekek csak tgy hajlandok
valaszolni, ha a tanar ramutat 11 gyerekre és akkor elaruljak a 11 gyerek életkoranak Gsszegét.
Mennyi a legkevesebb kérdés, amibél a tanar biztosan ki tudja talalni, hogy hany éves a kérdéses
személy?

Megoldas

Tegyiik fel, hogy Sari életkorat keressiik, amit jeloljiink s-sel. A tébbi didk életkora legyen
ai, @z, ..., dss.

Egy kérdés nem lehet elég. Ugyanis ha Sari nem szerepel a kivalasztott 11 didk k6zott, akkor nem
tudunk semmit rola, ha pedig igen, akkor legyen mondjuk Julia is benne az 6sszeghen, és akkor
nem tudjuk megkiilonboztetni a Sari 14, Jualia 15 éves esetet a Sari 15, Julia 14 éves esettdl.

(1 pont)

Két kérdés sem elég. Ha Sari egyikben sem szerepel, akkor semmit nem tudunk rola. Ha Sari
mindkettd kérdésben szerepel, akkor mindkét kérdésben lesz egy parja, aki a méasik kérdésben
nincs benne (kiilénben a két kérdés azonos lenne, ami az el6z6 eset). Ha eredetileg Sari 14, és a
két parja 15, illetve Sari 15 és a két parja 14, akkor ugyanazt a valaszt kapja a tanar, tehat nem
lehet a két eset kozott kiilonbséget tenni. Ha Sari csak az egyik kérdésben szerepel, akkor két eset
lehetséges: ha van olyan didk Sarin kiviil, aki csak ebben a kérdésben szerepel, akkor nem lehet
megkiilonboztetni azt a két esetet, ha Sari 14 és ez a didk 15, vagy Sari 15 és ez a didk 14 éves.
Ha nem ez a helyzet, akkor a maradék tiz diak mind a két kérdésben szerepel (legyen koztiik egy
Lili), és van még egy diak, Roza, aki csak a méasik kérdésben szerepel. Ekkor a Sara, 14 Roza,
14 és Lili 15, illetve a Sara 15, Roza 14 és Lili 14 éves eseteket nem lehet megkiilonboztetni
egymastol. (2 pont)

Héarom kérdés viszont mar elegendd:

K1:s+(a1+...+a5)+(a6+...+a10)
KQIS+(al—|—...+CL5>+(CL11+...+CL15)
Kg:s—|—(a6—|—...+a10)+(a11+...+a15)

Ha a harom kérdésre kapott valaszt 6sszeadjuk, ismerni fogjuk 3s+2- (a1 +as+. ..+ ay5) értékét.
Ennek az 6sszegnek a paritasa egyenls s paritasaval. Ha tehat az osszeg paros, akkor Sari 14,
egyébként pedig 15 éves. (4 pont)

Osszesen: 7 pont
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