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50. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY
Orszagos donté — 2021. majus 29.

NYOLCADIK OSZTALY

MEGOLDASOK

1. 16 nyolcadikos focizik, 8 a 8 ellen. Koziiliik heten jarnak fociedzésre, kilencen nem. Nori jar foci-
edzésre, és olyan csapatkiosztast szeretne csinalni, hogy az § csapatéaban (vele egyiitt) tobben jarjanak
fociedzésre, mint az ellenfél csapatban. Hanyféle ilyen csapatkiosztés van?

Megoldas. Nandi ugy tud kialakitani edzésre jaro tobbséget a csapataban, ha maga mellé még hat,
0t, négy vagy harom olyan tagot vélaszt, akik szintén jarnak edzésre. Nandin kiviil még hat ember jar
edzésre és kilenc nem. Nevezziik az els6 csoportot E halmaznak, a masodikat N halmaznak. Nandinak
Osszesen hét csapattarsat kell valasztania gy, hogy E-bdl legalabb hédrmat valaszt.

A jo eseteket az alabbi tablazat sorolja fel:

E-bél valasztott jatékosok szama | N-bdl valasztott jatékosok szama

W = Ot O
= W N =

. n nn—1)...(n—k+1

Altaldban egy n elemi halmazbol k kiilonb6z6 elem p) = ( 1 >2 ( ? )—féle modon Va-
laszthato ki. Ha E-bél z-féle médon tudunk valasztani, N-bdl pedig y-féle moédon, akkor ez 6sszesen x-y
lehet&ség, mert az edzésre jarok és edzésre nem jarok csoportja tetszélegesen parosithatod, amennyiben

a csoportok mérete rogzitett.

A fentiek alapjan Néandi lehetGségeinek szama:

O 0)-0) €)-) )+ ) ()1 0w ssm o
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2. Annanak van 16 doboza négy szinben (sarga, piros, kék, zold) és méretben (kicsi, kozepes, nagy,
orias). Ezeket négyesével egyméasba pakolja tigy, hogy minden négyes csoportban minden szinbdl és
mérethsl pontosan egy szerepeljen. Miutan minden dobozt becsukott, megérkeziink, és szeretnénk
megtudni, hogy a négy érids doboz koziil melyik tartalmazza a kicsi sarga dobozt. Allapitsd meg
minél kevesebb doboz kinyitasaval, hogy melyik 6ridas dobozban van a kicsi sarga doboz!

Ahhoz, hogy eqy dobozt kinyithass, mindegyik ndla nagyobb, 6t tartalmazoé dobozt ki kell nyitnod. A
kicsi sdrga dobozt tartalmazo dobozt nem muszdj ténylegesen kinyitni. Nem kell indokolni, hogy az
daltalad taldlt megoldds a lehetd legkevesebb kinyitdasbol dll.

Megoldas. Mutatunk egy olyan modszert, amely hdrom doboz kinyitasaval kideriti, melyik orias
dobozban van a kicsi sarga doboz.

Elgszor tegyiik félre az orids sarga dobozt, annak belsejében mar nem lehet mésik (kisebb) sarga
doboz. Most nyissuk ki a piros és a kék orias dobozt. (Ez idaig két nyitas.) Most méar latjuk a benniik
1évé két nagy doboz szinét.

Két eset lehetséges: vagy latunk egy nagy sérga dobozt, vagy nem.

e Ha nem latunk nagy sarga dobozt, akkor biztosak lehetiink, hogy az a masik érintetlen (a zold)
orias dobozban van, és abban kisebb sarga doboz nem lehet, ezért tegytik azt is félre. A keresett
kicsi sdrga doboz vagy a kék vagy a piros o6rias dobozban van.

e Ha latunk egy nagy sarga dobozt, akkor az 6t tartalmazé orias dobozt is tegyiik félre. Most a
keresett kicsi sarga doboz vagy az éritetlen zold 6rias dobozban van, vagy a részben mar kinyitott
és még félre nem tett dobozban.

Mindkét esetben sikeriilt két orias dobozra sziikiteniink a lehetdségeket, raadasul e két doboz koziil
legalabb az egyiket mar kinyitottuk.

Végiil a megmaradt két doboz koziil vegyiik az egyik nyitottat (ha csak egy nyitott van, akkor azt)
és nyissuk ki az abban 1évé nagy dobozt is. Ha most egy sarga koézepes dobozt pillantunk meg, ak-
kor tudjuk, hogy a kicsi sarganak a masik megmaradt dobozban kell lennie, és ahhoz mar nem kell
nyulnunk. Ha pedig egy nem sarga kozepes dobozt latunk, akkor a mésik megmaradt dobozban kell
lennie a sarga kozepesnek (hiszen a korabban félretett dobozok kozott van a nagy és az oriasi sarga),
és akkor a kicsi sarganak abban az 6rias dobozban kell lennie, amiben pont most nyitottuk ki a nagy
dobozt.
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3. Bergengociaban kétféle fizetGeszkoz van: garas és tallér. A bergengoc nemzeti bank minden reggel
kiirja a két fizetGeszkoz kozti valtas aznapi aranyat (pl: 7 garas = 3 tallér). Andrasnak 1100 garasa és
400 tallérja, Bélanak 200 garasa és 1700 tallérja, Csabanak 800 garasa és 900 tallérja van.

a) Bizonyitsd be, hogy a bank kiirhat olyan valtasi aranyt, amelynél Csaba vagyona értékesebb And-
rasénal és Bélaénal is.

b) Csaba a huganak adott 100 tallért, Andras és Béla vagyona nem véltozott. Kiirhat-e most a bank
olyan valtasi aranyt, amelynél harmuk koziil még mindig Csaba vagyona a legértékesebb?

Megoldas. Az egyszertiség kedvéért szamoljunk forintban és legyen 100 garas g forint, 100 tallér pedig
t forint (megengedve, hogy ¢ és t nem feltétleniil egész szam, de feltéve, hogy mindkettd pozitiv). A
harom fiu vagyona forintban kifejezve: A = 11g + 4t, B = 29 + 17t és C' = 8¢ + 9t.

a) Ha Csaba a leggazdagabb, akkor C' > A és C' > B is teljesiil. Nézziik meg, mit jelent ez g-re és t-re
vonatkozoban.

C=8g+9>A=1lg+4t=5t>3g=2t>g.
C:8g+9t>B:2g+17t:>6g>8t:>g>%t.

A kapott feltételrendszer egy megoldéasa t = 2, g = 3, mert ekkor C' = 8¢ + 9t = 4200, A = 11g+ 4t =
4100 és B = 2g + 17t = 4000 és tényleg C' a legnagyobb.

Atvaltasi aranyként megfogalmazva ez azt jelenti, hogy két garas egyenld harom tallérral.
b) 1. megoldas Most az el6z6 feltételek egy kicsit modosulnak.
C=8g+8>A=1lg+4t =4t > 39 = 3t > g.

C=8g+8>B=29+ 17t =69 > 9t =g > %t. Ez azt jelentené, hogy

Lo o3
3t 97 9b

. . . 4 3 . . . . , 2 2 P
ami nem lehetséges, hiszen 3 < 5 és feltettiik, hogy ¢ pozitiv, vagyis a pénzeknek van értéke. Tehat a

b) feltételnek megfelels atvaltasi arany nem létezik.
2. megoldas Tegyiik fel, hogy Csaba vagyona a legértékesebb, azaz C' > A, és C' > B.

Ekkor az is igaz, hogy 3C' > 2A + B, ami azt jelentené, hogy 2400 garas 42400 tallér > 2400 garas
+2500 tallér, ami nem lehetséges.
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B
4. Két kor érint két egyenest és a két egyenest Gssze-
kot6 AB szakaszt. Az AB szakasz merdleges az A
pontot tartalmazo egyenesre. Bizonyitsd be, hogy

a két kor sugaranak osszege egyenl az AB szakasz )

hosszaval!
Megoldas. Két egyszert allitast tobbszor is hasznalni fogunk a megoldasban.

e Ha egy kiils6 pontbdl érintéket hiizunk egy korhoz, akkor a kiilso ponttol az érintési pontokig
tartod érintGszakaszok hossza egyenld.

Ez egyszert kévetkezménye annak, hogy a kor kozéppontjat a kiils6 ponttal 6sszekots egyenesre
szimmetrikus a két érintGszakasz.

e Ha egy kiils6 pontbdl egy kérhoz hizott érintGszakaszok egymasra merdlegesek, akkor az érintd-
szakaszok hossza egyenls a kor sugaraval.

Ez azért igaz, mert a kor kozéppontja, a két érintési pont és a kiils6 pont egyiitt egy négyzet
négy csucsa, hiszen egy olyan négyszoget hatdroznak meg, amelynek harom szogérél tudjuk,
hogy derékszog, és van két szomszédos oldala, amelyek hossza egyenld.

Elnevezziik az abran az Osszes érintési pontot illetve a korok koézéppontjat, majd alkalmazzuk a fenti
allitasokat. Az Oy kozéppontu kor sugara r, az Oy kozéppontu kor sugara R.

F

cC A D

Mivel O1C AP és ADOyQ négyzetek, ezért CA =1r és DA = R, tehat CD = CA+ AD =r+ R. Az
0105 egyenesre szimmetrikusan helyezkednek el a C'D és E'F' érintGszakaszok, ezért EF = CD = r+R.
Az AB szakasz hosszat kétféle modon kifejezve és az elsd segédallitast hasznalva:

AB+AB = (AP+PB)+(AQ+QB) = AC+BE+AD+BF = (AC+AD)+(BE+BF) =2(r+R),

tehat AB =7 + R.
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5. Egy iskola fekvStamaszversenyt rendez. Az els forduloban 8 gyerek all fel egy kérben. Minden
forduloban 1 perc alatt kell minél tobb fekvétamaszt megesinalni. Aki mindkét szomszédjéanal kevesebb
fekvGtamaszt csindl, annak a fordulé végén ki kell allnia a korbél. Viszont ha egy forduld végén két
szomszédos gyerek egyikének sem kell kidllnia a korbdél, akkor a két gyerek kozé egy tujabb gyereket
allitanak. A versenynek vége van, ha egy fordulé utan legfeljebb 3 gyerek all a kdérben.

Lehet-e olyan fordul6 a verseny folyaméan, amelyben pontosan

gyerek all a korben?

Megoldas. a) Lehetséges. Ha az els6 forduloban harom gyerek esik ki (és igy kettS 1ép be), a méa-
sodikban pedig egy esik ki (és igy 6t 1ép be), akkor a masodik forduld utan pontosan 11-en allnak a
korben.

Az alabbi abran karikézva jeloljiik a kiesG gyerekeket és nyillal azokat a pozicidkat, ahova 0j gyerek
fog belépni. A szamérték azt mutatja, hogy hany fekvStamaszt csinalt az adott forduloban az adott
pozicion 1évs gyermek.
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b) Nem lehetséges. Azt fogjuk vizsgalni, hogy mennyivel valtozhat a gyerekek szdma egy forduloban.

Ha senki nem esik ki, akkor barmely két gyerek kozé belép egy 1j. Ha eredetileg n gyerek allt a kérben,
akkor a fordulé utan ez n-nel nég.

Ha pont egy gyerek esett ki, akkor az el6bbiekhez képest ez 3-mal kisebb névekményt jelent, mert a
kies6 ember mellett még elvesztiink két belépdt is, akik kies6 gyerek és a szomszédai kozé 1éptek volna

be.

Minden tjabb kiesé gyermek tovabbi harommal cstkkenti a névekményt (megengedve a negativ no-
vekményt, vagyis a csOkkenést is). Ez azért igaz, mert a kies6k (karikdzottak) soha nem lehetnek
szomszédosak korben, hiszen két szomszédos gyemek koziil csak az egyik csindlhatott kevesebb fekvd-
tamaszt a mésiknal.
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Altalanossagban ha egy forduloban n gyerek all a kérben és koziiliik m fog kiesni (mert mindkeét
szomszédjanal kevesebb fekvStamaszt nyom, vagyis ,karikazott”), akkor a kévetkezs forduloban n +

(n —3m) = 2n — 3m gyerek lesz a korben (feltéve, hogy kezdetben n tébb volt mint 3, és azt, hogy m
nem t6bb, mint n fele, hiszen szomszédos gyerekek nem eshetnek ki).

A lényeges észrevétel az, hogy a létszam valtozasa (n — 3m) és a jelenlegi létszam (n) 3-mal osztva
azonos maradékot ad. (Itt a valtozéast elGjeles értékként értjiik, azaz —2 harommal osztva 1-et ad
maradékul.)

Mivel kezdetben 8 gyerek all a korben, és 8 harmas maradéka 2, ezért a masodik forduléban a létszam
harmas maradéka biztosan 1 (2 + 2 = 4 1 maradékot ad harommal). Tovabb folytatva a harmadik
forduloban a létszam harmas maradéka biztosan 1 + 1 = 2. Innen a létszadm harmas maradéka mar

ismétlodik: 2,1,2,1,2,1, ... és lathato, hogy a maradék soha nem lesz nulla, tehat a létszam soha nem
lehet 12.

A feladatokat Osszeallitotta: Gyenes Zoltan, Hujter Balint, Nagy Kartal, Pintér Richérd.

Lektoralta: Erben Péter, Steller Gabor.

Nemzeti Kulturalis Alap

A 201113/408. sz. projektet a Nemzeti Kulturalis Alap tamogatja.
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