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51. TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY

Orszagos donté — 2. nap — 2022. majus 28.
HETEDIK OSZTALY

JAVITASI UTMUTATO

1. Harom testvér (Anna, Béla és Cili) kapott egy-egy egyforma tébla csokoladét. Miutan megkaptak,
mindenki evett a csokijabol: Anna 3 sort, Béla 1 sort, majd 3 oszlopot, Cili pedig 4 oszlopot evett
meg. Ekkor észrevették, hogy mindegyikiik csokijabol ugyanannyi kocka fogyott.

Héany kockabol allt a teljes tabla csokoladé?

Megoldas.
Ha az egy sorban talalhato kockdk szémat s-sel, az egy oszlopban talalhatokét c-vel jeloljiik, akkor
a megevett kockdk egyenlGsége alapjan a kdvetkezs egyenletrendszert irhatjuk fel:

3s=s+3c—3=4c

(3 pont)

A masodik egyenléséghdl
s—3=c

(1 pont)

Igy
4c =45 —12=3s

(1 pont)
Amibgl s =12 és ¢ = 9. (1 pont)
Tehat a csoki 9 - 12 = 108 kockabdl allt. (1 pont)

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: A megmaradt kockik egyenlGsége alapjan a kdvetkezs egyenletrendszert irhatjuk fel:
s(c=3)=(s—=3)(c—1)=(s—4)c

A zarojeleket felbontva
sc—3s=sc—s—3c+3=sc—4c

Ha mindenhonnan levonunk sc-t, majd megszorozzuk az egyenletrendszert —1-gyel, az el6z6 megoldas
kezdeti egyenlerendszeréhez jutunk.
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(a)

(b)

Van-e olyan haromjegyi szam, amelynek szamjegyeit forditott sorrendben felirva a szam harom-
szorosat kapjuk?

Van-e olyan négyjegyt szam, amelynek szamjegyeit forditott sorrendben felirva a szam négysze-
resét kapjuk?

Megoldas.

(a)

Nincs ilyen haromjegyt szam.

Mivel a forditott sorrendben irt jegyek 3-mal oszthatd szamot alkotnak, ezért a jegyek Osszege
3-mal oszthat6. De mivel ez az eredeti sorrendben is igy van, ezért a keresett szdmnak 9-cel is oszt-
hatonak kell lennie, mert a megforditott szam egy harommal oszthat6 szam haromszorosa. (1 pont)

Az els6 jegy 1, 2 vagy 3, kiilonben a szam haromszorosa mér négyjegyt lenne. (1 pont)
Egyik eset sem ad megoldast.

e Ha az elsG jegy 1, akkor az utolso csak 7 lehet, mert annak a haromszorosa végzédik 1-re. Ek-
kor a 9-cel valo oszthatosag miatt a kozépsd jegy csak 1 lehet, de 3-117 = 351 # 711. (1 pont)

e Ha az elsé jegy 2, akkor az utolso jegy csak 4 lehet, igy a kozépsé jegy 3,
de 3-234 =702 # 432. (1 pont)

e Ha az els6 jegy 3, akkor az utolsé 1 lenne, de a hdromszoros nem lehet kisebb az eredeti
szamnal, ezért itt sem kapunk megoldast. (1 pont)

Igen, van ilyen.

Az els6 jegy 3-nél kisebb, kiilonben az eredeti szam négyszerese mar 6tjegyt lenne. Forditott
sorredben irva a jegyeket néggyel oszthatd szamot kell kapni, ezért csak paros jegy allhat az els6
helyen, vagyis a keresett szam 2-vel kezdddik.

Mivel az utolso jegy négyszeresének utolso jegye 2, ezért az utolso jegy 3 vagy 8 lehet. Ezek koziil
csak a 8 jo, mert egy 2-vel kezd6d6 négyjegyl szam négyszerese legalabb nyolcezer.

Ha a masodik jegy legalabb 3 lenne, akkor az eredeti szam négyszerese 9000-nél tobb lenne, ez
nem lehetséges. Viszont a forditott sorrendben irt jegyek néggyel oszthatd szamot adnak, ez csak
akkor teljesiil, ha a masodik jegy az 1.

Innen méar végignézhets, hogy csak akkor kapunk megoldast, ha az eredeti szam harmadik jegye
a 7, ekkor 2178 - 4 = 8712. (2 pont)

Osszesen: 7 pont
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3. Sara rajzolt két egyenls szart, de nem szabalyos haromszoget tugy, hogy az els6 haromszog alap-
janak hossza megegyezik a masodik haromszog szarainak hosszéval, valamint a mésodik haromszog
alapjanak hossza megegyezik az elsé haromszog szarainak hosszaval. Miutdn megrajzolta a két ha-
romszoget, észrevette, hogy az elsé haromszog egyik szoge megegyezik a méasodik haromszog egyik
szogével. Mekkorak lehetnek a két haromszog szogei?

Megoldas. Legyenek az egyik haromszog oldalai a, a, b, mig a méasiké a, b, b. Az altalanossag korlato-
zésa nélkil feltehets, hogy a < b (a feladat sz6vege nem tesz kiilonbséget a két haromszog kozott; és
tudjuk, hogy nem szabélyosak a haromszogek, tehat a # b).

Vizsgaljuk meg, hogyan helyezkedhet el a két haromszog egyenls szoge.

A két haromszog szarszoge nem egyezhet meg, mivel ha egymaésra helyeznénk a haromszogeket gy,
hogy a széarszogiik egybeessen, akkor az alabbi abrat kapnank:

Ha a két haromszogben a szarszogek megegyeznek, ak-
kor az alapon fekvs szogek is. Ezért B;Cy és By(Ch
parhuzamos kell, hogy legyen. Igy mivel « = AB; <
ABy = b, nyilvanvalo, hogy B,C} < ByCs.

Ezzel egyiitt azonban B;C = a és By(Cy = b, azaz
b < a, ellentmondva a feltevésiinknek.

Ha a két haromszog alapon fekvs szogei lennének egyenlSk, akkor a szarszogeknek is egyenlSknek
kellene lenniiik. Tehat csak az lehetséges, hogy az egyik haromszog alapon fekvs szoge egyezik meg a
mésik haromszog szarszogével. (1 pont)

1. eset: Az a, a, b oldali haromszog szarszoge egyenls az a, b, b oldalu haromszog alapon fekvs szogeivel.
Helyezziik most is egymasra a haromszogeket gy, hogy az azonos méretii szogek egybeessenek. Ekkor
az aldbbi szerkezetd abrat kapjuk:

A Itt AB = AC, = a, illetve BC, = ACy, = BCy = b.
Ekkor C7BC5-nek olyan egyenl&szari haromszognek
b kellene lennie, amelynek C}-nél van az alapon fekvs
szoge.
B Cy De ez lehetetlen, mivel C'-nél tompaszognek kell len-

nie ebben a haromszogben (hiszen az ABC) egyenls
szart haromszog C-nél levs szoge hegyesszog, mivel
b alapon fekvg szog). (2 pont)
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2. eset: Az a, a, b oldali haromszog alapon fekvé szoge egyenls az a, b, b oldali haromszog szarszogével.
Helyezziik ezuttal is egymasra a haromszogeket agy, hogy az azonos méretd szogek egybeessenek.
Ekkor az aldbbi szerkezetid abrat kapjuk:

A

By a

Jelolje az a, b, b oldalit AB,C' haromszog alapon fekvs szogeinek nagy-
sagat 3,
azaz legyen AB,C'< = BoC A< = . Ekkor BoAC<w = 180° — 25.
Mivel B;C' = ByC' = a, ezért ByB>C haromszog is egyenld szard,
amibdol

CB1By<x=p ¢és By(UBi<= 180° — 20.

Innen a AB;C haromszog (ez éppen az a,a,b oldalu egyenls szara
haromszog) szogeit mind fel tudjuk irni 5 segitségével:

e Alapon felvg szogei: BiC A< = CABy<t = 180° — 26

o Szarszoge: AB1C'<t = 180° — C'B1By<t = 180° — f.

Ezek 0sszege 180° kell, hogy legyen, azaz:

180°
56
s

Igy persze BiC A< = CABy<t = 180° — 23 = 36°
és AB;C'<q = 180° — 108°.
Tehat azt kaptuk, hogy az egyetlen lehetséges megoldas:

e Az a,a,b oldali haromszog szogei: 36°, 36°, 108°.

e Az a,b,b oldali haromszog szogei: 36°, 72°,72°. (1 pont)

Ezekkel a szogekkel valoban létezik az Osszes feltételnek eleget tevs
haromszog-par: a 2. eset viszgalatakor megadott AB;C' és AByC
haromszogek éppen ilyenek.

(De gondolhatunk arra is, hogy egy szabélyos 6tszogben két atlo
és egy oldal az els6, mig két oldal és egy atléo a masodik tipusi

(1 pont)
180° — 28 + 180° — 28 4 180° — 3 / + 55 — 180°
360°
72 (1 pont)

egyenld szaru haromszoget hatarozza meg.) (1 pont) B, ) 8.

Osszesen: 7 pont
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4. Géspar beirta egy 7 x T-es tablazatba az 1,2,3,...,49 szamokat Ggy, hogy a szomszédos szadmok
oldalszomszédos mez&kon legyenek. Ezutan kiszinezte azokat mezdket, amelyekben 7-tel osztva 1 vagy
2 maradékot ado6 szam all. Lehetséges-e, hogy minden sorban és minden oszlopban pontosan két mezét
szinezett ki?

Megoldas. Vegyiik észre, hogy a 7-tel osztva 1 és 7-tel osztva 2 maradékot add szamok paronként
egymas mellett helyezkednek el: 1-2, 89, ..., 43-44. Ezek a tadblan 7 darab 1 x 2-es domindként
helyezkednek el. Vagyis a kérdés atfogalmazhato arra, hogy le lehet-e tenni 7 darab dominét tgy, hogy
minden sorban és oszlopban 2 mezd legyen elfoglalva. (1 pont)

Vegyiink egy dominét, tegyiik fel, hogy vizszintesen helyezkedik el. Ez a dominé két oszlopban
fog elhelyezkedni, amikben még 1-1 hely maradt mas domindknak, vagyis ebben a két oszlopban csak
vizszintes dominok lesznek. (1 pont)
Ha az 1-1 szabad helyre két kiilonb6zé dominét tesziink le, akkor ezeket a domindkat nem nézve, az
ettdl a két oszloptol balra és jobbra 1évé részre is paratlan szamu dominoérészt kell lerakni, ami nem

lehetséges, mivel minden dominé paros részbdl all. (2 pont)
Vagyis a két oszlopban 1év6 egy-egy szabad helyet egy dominé fogja lefedni. (1 pont)

Ez pedig minden dominéra elmondhaté (ugyanigy a fiigglegesekre is), vagyis minden dominénak
van pontosan egy pérja, amivel ugyanazokat a sorokat vagy oszlopokat fedik le. (1 pont)
Nekiink viszont paratlan szama dominénk van, ami miatt ez nem lehetséges. (1 pont)

Osszesen: 7 pont

2. megoldas. Szamozzuk be a sorokat és az oszlopokat is 1-t6l 7-ig, majd rendeljiik hozza minden
mezShoz a sorszam és az oszlopszam 0Osszegét. Nevezziik ezt az Osszeget az adott mez6 sulyanak. Mivel
a szomszédos szamokat oldalszomszédos mezdkre irtuk, barmely mezé stlya pontosan eggyel tér el

(felfelé vagy lefelé) az eggyel kisebb szamot tartalmazo mezd sulyatol. (2 pont)
Igy az (1;2),(8;9),...,(43;44) parok mindegyikére igaz, hogy a megfelels két mez6 silydnak Gsszege
péaratlan. (2 pont)
Mivel 7 ilyen par van, az Osszes szinezett mezd silyanak Osszege is paratlan. (1 pont)

Ha viszont minden sorban és minden oszlopban pontosan két mezét szineztiink volna ki, akkor a
szinezett mezdk stlyanak osszege

2:2-(14+24+34+44+54+6+7) =112

lenne, ami paros. Ez ellentmondas, tehat nem lehetséges a feltételeknek megfelels szinezés. (2 pont)
Osszesen: 7 pont

A feladatokat Gsszeallitotta: Hujter Balint, Karolyi Gergely, Nagy Kartal, Pintér Richard.
Lektoralta: Erben Péter, Steller Gabor.
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