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51. TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY

Orszagos donté — 1. nap — 2022. majus 27.
NYOLCADIK OSZTALY

JAVITASI UTMUTATO

1. Piroska leirt a fiizetébe néhany primszamot. Eszrevette, hogy mindegyik szamjegyet pontosan egy-
szer hasznélta, kivéve a 0-t, melyet egyszer sem. Legfeljebb hany primszamot irhatott le Piroska?

Megoldas. Piroska leirhatott hat primszamot, (1 pont)
pl. 2, 3, 5, 41, 67, 89. (2 pont)

Mivel primszdm nem végzddhet 4-re, 6-ra vagy 8-ra, ezért csak az 1, 2, 3, 5, 7, 9 szamkartyak
allhatnak az egyes helyiértéken, igy Piroska legfeljebb hat primszéamot irhatott fel. (4 pont)
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Ha a versenyz6 a példaban leir olyan szdmot, amely nem prim, minden egyes ilyen
szamért 1 pont levonas jarjon. Ha rossz a konklizio, de megéllapitja, hogy a 4, 6, 8 nem allhat
onmagaban, akkor 2 pontot kapjon.

2. Egy pingpongbajnoksagon 5 balkezes és 8 jobbkezes jatékos vett részt, és mindenki mindenkivel
pontosan egy meccset jatszott. Ugyanannyi meccset nyert jobbkezes jatékos, mint balkezes. Hanyszor
fordult el6, hogy egy balkezes megvert egy jobbkezest?

Megoldas. Osszuk a mérkézéseket harom csoportba. Az elsé csoportba keriiljenek azok, ahol balkezes
jatszott balkezessel. Ilyenbdl % = 10 volt. A masodik csoportba tegyiik azokat, ahol egy balkezes
és egy jobbkezes jatszott, ez 5 - 8 = 40 mérkdzés. Végiil maradtak a jobbkezesek kozotti mérkézések,
&7 — 28 ilyen volt. (2 pont)

Osszesen a 10 + 40 + 28 = 78 mérkszés felét, 39-et nyerte balkezes. (2 pont)

Mivel az els§ csoportban minden meccset balkezes nyert (ez 10 meccs), a harmadik csoportban pe-
dig nincsenek balkezes gy6zelmek, ezért a méasodik csoportban 29 balkezes gy6zelem sziiletett. (2 pont)

Ezek pont azok a mérkézések, ahol egy balkezes legy6zott egy jobbkezest. Tehat 29 ilyen mérkézés
volt. (1 pont)
Osszesen: 7 pont
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3. Van egy kisebb és egy nagyobb kockank. A kisebb kockét teletoltottiik vizzel. Ezutén az Gsszes vizet
attoltottitk a nagyobb kockdba (amely valamelyik lapjan tamaszkodva &ll az asztalon), igy a nagyobb
kockdban 3 cm magasan all a viz. Ezutan a kisebb kockét is beleraktuk a nagyobb kockaba tugy, hogy
annak az egyik lapja a nagyobb kocka aljahoz tapadjon, de a viz ne folyjon bele a kisebb kockaba.
Ennek hatésara a nagyobb kockdban 1 cm-rel megemelkedett a vizszint.

Hatéarozzuk meg a kockak élhosszuségait.

3 em 4 cm

Megoldas. Jeldlje a kockédk cm-ben mért élhosszat a és b (a > b). A viz térfogata egyenld a kisebbik
kocka térfogataval, ez b3. (1 pont)

Az attoltés utén ez a térfogat 3a? alakban all elS, mert egy a? alapteriiletti, 3 cm magas téglatestet
alkot a viz. (1 pont)

Miutan a kisebb kockat beletettiik a nagyobba, ugyanez a térfogat 4(a® — b?) = 4a* — 4b* alakban
jelenik meg. (1 pont)

A toltogetés soran a viz térfogata nem valtozik, tehat b = 3a® = 4a® — 40°. (2 pont)

Az egyenletrendszert megoldva elészor 2b = a, innen 12b% = b3, vagyis b = 12 adodik. Tehat a
kockak élhossza a = 24 cm és b = 12 cm. (2 pont)

Osszesen: 7 pont

4. Ali és Bori egy 4 x 4-es tablazat néhédny mez§jét szeretné kifesteni pirosra tigy, hogy minden sorban
és oszlopban legalabb egy piros mezd legyen. Ali szerint a lehetséges szinezések széma paratlan, Bori
szerint paros. Melyikiiknek van igaza?

A tabldzatot nem lehet elforgatni vagy tikrozni.

Megoldas. Csoportositsuk a jo szinezéseket aszerint, hogy ismételt 90 fokos elforgatasokkal hany
kiilonb6z6 jo szinezés kaphato beldliik. Ha egy szinezésnél a tablazat minden soraban és minden oszlo-
paban legalabb egy mez6 piros, akkor ugyanez igaz a 90 fokos elforgatottra is. Ezért csak az hatarozza
meg, melyik szinezés melyik csoportba keriil, hogy a szinezés milyen forgésszimmetridval rendelkezik.
Hérom eset lehetséges: (a) a szinezés megegyezik 90 fokos elforgatottjaval, (b) a szinezés kiilonbozik a
90 fokos elforgatottjatol, de azonos a 180 fokos elforgatottjaval, (c) a szinezés négy elforgatottja (0, 90,
180 és 270 fokkal) mind kiilonb6z8. Olyan eset nem fordul el6, hogy a négy elforgatott koziil pontosan
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harom azonos és egy kiillonbozé. (2 pont)

(a)

(c)

A (b) és (c) csoportban nyilvan péaros sok szinezés van Osszesen, (1 pont)
ezért az a kérdés, hogy héany szinezés esik az (a) csoportba. Ha egy szinezés 90 fokkal elforgatva énma-
gaba megy at, akkor az alabbi d4bran azonos bettivel jel6lt mezdk szine azonos kell, hogy legyen. (1 pont)

AlC|DJ|A

DIB|B|C

C|B|B|D

A|D|C|A
Ha C vagy D piros, akkor A és B barmilyen lehet. Ez 3 - 4 = 12 eset. (1 pont)
Ha sem C, sem D nem piros, akkor A és B is piros kell, hogy legyen, kiilonben nem teljesiilne a feltétel.
Ez 1 eset. (1 pont)
Tehat az (a) csoportba 13 szinezés esik, ami paratlan sok, ezért Alinak van igaza. (1 pont)

Osszesen: 7 pont

5. Az ABCD konvex négyszognek megrajzoltuk mind a négy belss szogfelelezsjét.

Az A-nal levs szog belst szogfelezGje a P pontban metszi a B-nél levd szog belsd szogfelezdjét.
A B-nél levs szog belss szogfelezGje a () pontban metszi a C-nél levs szog belss szogfelezdjét.
A C-nél lev szog belst szogtelezGje az R pontban metszi a D-nél levs szog belsd szogfelezdjét.
A D-nél levé szog belss szogfelezGje az S pontban metszi az A-nél levs szog belss szogfelezdjét.
Bizonyitsuk be, hogy ha az igy keletkezett PQ RS négyszog rombusz, akkor négyzet is.
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Megoldas. Bebizonyitjuk, hogy ha PQ RS paralelogramma, akkor téglalap. Ebbdl kovetkezik az alli-
tas, hiszen ha PQ RS rombusz, akkor paralelogramma is, ezért az el6z¢ allitas alapjan téglalap; de ha
egy téglalap oldalai egyenlk, akkor négyzet. (1 pont)

Induljunk ki az alabbi abran lathato elrendezésbdl.

Az ABCD négyszog szogeire hasznéljuk az A< = «, B< = 3, C<q = v és D< = ¢ jeloléseket, és
azt a tényt, hogy o + 8+ v + d = 360°.

Ha PQRS paralelogramma, akkor szemkozti szogei egyenlsk. Felirjuk, hogy ez mit jelent az eredeti
négyszog szogeivel kifejezve.

P<q=180°—%—26s Ra=180"—21—&. (1 pont)
Innen koévetkezik, hogy ha P<t = R<, akkor o + 3 = v + 6. (2 pont)
Ez csak tgy lehetséges, ha mindkét 6sszeg pontosan 180°. Ez azt is jelenti tovabba, hogy AD és BC'
parhuzamos. (1 pont)

Hasonlban a Q<t = S< feltételbsl AB és C'D parhuzamossiga kovetkezik. Ott tartunk tehat, hogy

ha PQRS paralelogramma, akkor ABCD is paralelogramma. (1 pont)
A kapott a + 8 = 180° eredményt is felhasznéalva kapjuk, hogy P<t = 90°, ami a PQRS paralelog-
ramméaban csak ugy lehetséges, ha az egyben téglalap is. (1 pont)

A bevezetSben irtak alapjan ezzel kész vagyunk, hiszen azt is tudjuk a PQRS négszogrél, hogy
rombusz, vagyis valoban négyzet is egyben. Osszesen: 7 pont

Megjegyzések, diszkusszio:

e A PQRS koriiljarasa kétféle lehet ABC D koriiljarasahoz képest, de a két eset lényegében azonos.
Bizonyithato, hogy minden lehetséges elrendezésben a fenti bizonyitas soran felirt formulak adjak
a minket érdekls szogeket.

e Ha ABCD konkav, akkor PQQ RS hurkolt, igy nem lehet rombusz.

A feladatokat Gsszeallitotta: Hujter Balint, Karolyi Gergely, Nagy Kartal, Pintér Richard.
Lektoralta: Erben Péter, Steller Gabor.
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