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51. TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY

Orszagos donté — 2. nap — 2022. majus 28.
NYOLCADIK OSZTALY

JAVITASI UTMUTATO

1. Melyik a nagyobb,
A= (14272 +(3+4)?+(5+6)2+...+ (2019 + 2020)% + (2021 + 2022)?,

vagy
B=(2+432+4+5)°+(6+7)%+...+ (2020 +2021)* + (2022 + 1)*?

Megoldas. Megmutatjuk, hogy az A — B kiilonbség pozitiv, tehat A > B. Felhasznaljuk, hogy
(x+1y)* = 2% + 22y + >

Az A és B osszegben is szerepel az Osszes négyzetszam 1-t6l 20222%-ig, ezek a kivonasnal kiesnek, és
csak a kétszeres szorzatok maradnak.

A—B=2-(1-243-4+...+2021-2022) —2-(2-3+4-5+...+2022-1)

(2 pont)
A kiilonbség elGjele nem valtozik, ha kett&vel osztunk. A kivonast ,elcstsztatva” végezzik, az elsé
0sszeg méasodik tagjabol a mésodik Osszeg elsé tagjat vonjuk le, az els§ Gsszeg harmadik tagjabol a
masodik Osszeg méasodik tagjat és igy tovabb. Végiil az els6 0sszeg els6 tagjabol kivonjuk a masodik
Osszeg utolsod tagjat.

A_TB:3~4—2-3+5'6—4~5+...—|—2021-2022—2020~2021+(1~2—2022-1)
(1 pont)
Az utolséd partol eltekintve mindig pozitiv kiillonbségeket kapunk:
A_TB:2-3—1—2-5—1—2'7—1—...—1—2-2021—1—(1-2—2022'1)
(2 pont)

A pozitiv tagok Osszege éppen 1-t6l 2021-ig a paratlan szamok 6sszegének duplaja, ebbdl vonunk le
2022-t.
A-B
T:2-(1+3+5+7+...+2021)—2022
(1 pont)
pozitiv, ezért A > B. (1 pont)

Osszesen: 7 pont

A zéardjelben mar az elsé és utols6 tag Osszege 2022, tehat A_TB
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2. Sara rajzolt két egyenls szart, de nem szabalyos haromszoget tugy, hogy az els6 haromszog alap-
janak hossza megegyezik a masodik haromszog szarainak hosszéval, valamint a mésodik haromszog
alapjanak hossza megegyezik az elsé haromszog szarainak hosszaval. Miutdn megrajzolta a két ha-
romszoget, észrevette, hogy az elsé haromszog egyik szoge megegyezik a méasodik haromszog egyik
szogével. Mekkorak lehetnek a két haromszog szogei?

Megoldas. Legyenek az egyik haromszog oldalai a, a, b, mig a méasiké a, b, b. Az altalanossag korlato-
zésa nélkil feltehets, hogy a < b (a feladat sz6vege nem tesz kiilonbséget a két haromszog kozott; és
tudjuk, hogy nem szabélyosak a haromszogek, tehat a # b).

Vizsgaljuk meg, hogyan helyezkedhet el a két haromszog egyenls szoge.

A két haromszog szarszoge nem egyezhet meg, mivel ha egymaésra helyeznénk a haromszogeket gy,
hogy a széarszogiik egybeessen, akkor az alabbi abrat kapnank:

Ha a két haromszogben a szarszogek megegyeznek, ak-
kor az alapon fekvs szogek is. Ezért B;Cy és By(Ch
parhuzamos kell, hogy legyen. Igy mivel « = AB; <
ABy = b, nyilvanvalo, hogy B,C} < ByCs.

Ezzel egyiitt azonban B;C = a és By(Cy = b, azaz
b < a, ellentmondva a feltevésiinknek.

Ha a két haromszog alapon fekvs szogei lennének egyenlSk, akkor a szarszogeknek is egyenlSknek
kellene lenniiik. Tehat csak az lehetséges, hogy az egyik haromszog alapon fekvs szoge egyezik meg a
mésik haromszog szarszogével. (1 pont)

1. eset: Az a, a, b oldali haromszog szarszoge egyenls az a, b, b oldalu haromszog alapon fekvs szogeivel.
Helyezziik most is egymasra a haromszogeket gy, hogy az azonos méretii szogek egybeessenek. Ekkor
az aldbbi szerkezetd abrat kapjuk:

A Itt AB = AC, = a, illetve BC, = ACy, = BCy = b.
Ekkor C7BC5-nek olyan egyenl&szari haromszognek
b kellene lennie, amelynek C}-nél van az alapon fekvs
szoge.
B Cy De ez lehetetlen, mivel C'-nél tompaszognek kell len-

nie ebben a haromszogben (hiszen az ABC) egyenls
szart haromszog C-nél levs szoge hegyesszog, mivel
b alapon fekvg szog). (2 pont)
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2. eset: Az a, a, b oldali haromszog alapon fekvé szoge egyenls az a, b, b oldali haromszog szarszogével.
Helyezziik ezuttal is egymasra a haromszogeket agy, hogy az azonos méretd szogek egybeessenek.
Ekkor az aldbbi szerkezetid abrat kapjuk:

A

By a

Jelolje az a, b, b oldalit AB,C' haromszog alapon fekvs szogeinek nagy-
sagat 3,
azaz legyen AB,C'< = BoC A< = . Ekkor BoAC<w = 180° — 25.
Mivel B;C' = ByC' = a, ezért ByB>C haromszog is egyenld szard,
amibdol

CB1By<x=p ¢és By(UBi<= 180° — 20.

Innen a AB;C haromszog (ez éppen az a,a,b oldalu egyenls szara
haromszog) szogeit mind fel tudjuk irni 5 segitségével:

e Alapon felvg szogei: BiC A< = CABy<t = 180° — 26

o Szarszoge: AB1C'<t = 180° — C'B1By<t = 180° — f.

Ezek 0sszege 180° kell, hogy legyen, azaz:

180°
56
s

Igy persze BiC A< = CABy<t = 180° — 23 = 36°
és AB;C'<q = 180° — 108°.
Tehat azt kaptuk, hogy az egyetlen lehetséges megoldas:

e Az a,a,b oldali haromszog szogei: 36°, 36°, 108°.

e Az a,b,b oldali haromszog szogei: 36°, 72°,72°. (1 pont)

Ezekkel a szogekkel valoban létezik az Osszes feltételnek eleget tevs
haromszog-par: a 2. eset viszgalatakor megadott AB;C' és AByC
haromszogek éppen ilyenek.

(De gondolhatunk arra is, hogy egy szabélyos 6tszogben két atlo
és egy oldal az els6, mig két oldal és egy atléo a masodik tipusi

(1 pont)
180° — 28 + 180° — 28 4 180° — 3 / + 55 — 180°
360°
72 (1 pont)

egyenld szaru haromszoget hatarozza meg.) (1 pont) B, ) 8.

Osszesen: 7 pont
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3. Egy csiga elindul az A pontbél valamilyen irdanyba. Allando nagysagi sebességgel, szakaszonként
egyenesen halad, iranyt csak minden egész 6rakor valt, ilyenkor 42 fokkal jobbra fordul.

Mennyi id6 mulva ér elGszor vissza az A pontba?

Az dbra a csiga mozgdsdnak elsd 3 ordjdrol késziilt.

Megoldas. A {6 észrevétel, hogy ha minden 6raban megjeloljiik azt a pontot, ahol a csiga tartoézkodik,
akkor ezek a pontok egy koron vannak. (1 pont)

Ezt elegendd az elsé négy, A, B, C' és D pontok esetén igazolni, utdna példaul a B, C', D és E
pontokra hasonlé érvelés bizonyitja, hogy F is ugyanazon a kéron van.

Legyen AB és BC' szakaszfelez6 merglegesének (létezd) metszéspontja O. Ekkor AO = BO = CO,
tovabba ABO és BCO egybevagd egyenld szartu haromszogek. A csiga ,lépései” egyenld hossziak, az
elforduléas szoge mindig azonos, ezért ABC és BCD is egybevago, ahol B és C' felel meg egymasnak.
Innen mar kovetkezik, hogy ABCO és BC' DO egybevagé deltoidok, igy DO = CO is teljesiil. (2 pont)

Gondolhatunk tehat ugy a csiga mozgéasara, hogy minden 6raban egy ugyanakkora korivet tesz
meg az elébb leirt koron, mindig azonos iranyban haladva. Erdemes ezért a csiga egész orakban el-

foglalt pozicidjat az OA-hoz viszonyitott elfordulassal jellemezni. Ehhez az AOB szog értékére van
sziikségiink.
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Egyszert szogszamolassal ABC< = 180° — 42° = 138°. Innen OAB< = ABO< = 69°, végiil
AOB< = 42°. (1 pont)

(Ha valaki ismeri a keriileti és kozépponti szogek tételét, akkor azzal is eljuthat ide.)
Tehat minden ordban 42 fokkal ,fordul el” a csiga, igy az a kérdés, hogy melyik a legkisebb n
pozitiv egész, amelyre n - 42 a 360 tobbszordse, (2 pont)

avagy n -7 a 60 tobbszorose. Mivel 7 és 60 relativ primek, ezért a legkisebb ilyen érték az n = 60.
Tehat 60 ora kell a csiganak, hogy visszaérjen A-ba. (1 pont)

Osszesen: 7 pont

4. Egy 7 x T-es tablazatba beirtuk az 1,2,3,...,49 szdmokat gy, hogy a szomszédos szdmok mindig
oldalszomszédos mezSkon legyenek. Lehetséges-e, hogy ha 7-tel maradékosan osztjuk a beirt szamokat,
akkor minden sorban és minden oszlopban szerepel mind a hétféle maradék?

Megoldas. Szinezziik ki a tablazatot sakktablaszertien. Legyen a bal alsdé mez6 fekete. Ekkor a tablan
25 fekete és 24 fehér mezd van. Mivel a szamot felvaltva irjuk fekete és fehér mezdskre, igy az 1-es
szamot fekete mezore kell irni. (1 pont)

Irjuk r4 minden sorra és oszlopra, hogy az hanyadik sor, illetve oszlop, majd minden mezére irjuk

rd a sorszamanak és oszlopszamanak az Osszegét. (2 pont)
Ekkor az osszeg a fekete mezSkon paros, a fehér mezskon paratlan lesz. (1 pont)

Nézziik meg a 7-tel osztva 1 maradékot ado szamokat: 1, 8, 15, 22, 29, 36, 43. Ezek koziil 4 paratlan
és 3 paros szam van, vagyis 4 szam lesz fekete, 3 szam lesz fehér mezén. (1 pont)

Az el6z6 megallapités alapjan az ehhez a 7 mez6hoz tartozo 6sszegeknek az Gsszege paratlan lesz.
(1 pont)

Mivel minden sorbo6l és oszlopbdl egy szamot valasztottunk ki, igy ennek az 6sszegnek 56-nak kell
lennie, ami ellentmondas. (1 pont)
Osszesen: 7 pont

A feladatokat Gsszeallitotta: Hujter Balint, Karolyi Gergely, Nagy Kartal, Pintér Richard.
Lektoralta: Erben Péter, Steller Gabor.

TIT - Kalmar Laszlo
Matematikaverseny



www.titnet.hu
www.kalmarverseny.hu

	Üres lap
	Üres lap
	Üres lap

