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52. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY

Orszagos donté — 1. nap — 2023. majus 26.
HETEDIK OSZTALY

JAVITASI UTMUTATO

1. Egy haromszognek Osszekotottiik az oldalfelez6 pontjait, ezaltal négy egyforma teriiletd harom-
szogre bontottuk. A kozéps6 haromszoggel ugyanezt az eljarast megismételtitk még kétszer. A legbelsé
haromszoget sziirkére szinezve az alabbi abrat kaptuk.

Ezutan minden olyan haromszoget, melynek a belsejében
nincs tovabbi szakasz berajzolva, sargara vagy szilirkére szi-
neztlink tgy, hogy ha két haromszog tobb, mint egy pontban
talalkozik, akkor kiilonbo6z6 szintek legyenek.

Hanyszor akkora a sarga haromszogek teriileteinek sszege,
mint a sziirkéké?

Megoldas. A kozépsd, elszor sziirkére szinezett haromszog teriiletét jelolje T'. Koriilotte harom
ugyanekkora teriiletdd haromszog helyezkedik el, ezeket sargara kell szinezniink. Ezek mindegyikének
teriilete is T (1 pont)

A bels6 négy haromszog osszteriilete 4T'. Koriilot-
te harom ,kozepes méretti”, 47 teriiletd haromszog
helyezkedik el, melyeket sziirkére kell szinezniink.

(2 pont)

Az eddig kiszinezett Osszteriilet: 4 - 4T = 167

Ugyanekkora tertilettiek a legnagyobb, kiszinezen- 16T
dé haromszogek is, amelyeknek sargénak kell len-
nie. (2 pont)
Igy a sziirke teriilet Gsszesen: T + 4T + 4T + 4T = 13T
mig a sarga teriilet Osszesen: T+ T + T + 167 + 167 + 167 = 517T. (1 pont)
51
Tehat a sarga teriilet 1375%0" akkora, mint a sziirke. (1 pont)

Osszesen: 7 pont
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2. Egy csapat miikodési szabalyzata rogziti, hogy rendkiviili esemény esetén a csapat vezetGje kiket hiv
fel a hirrel, s azok, akik megkaptak a hirt, kit kell, hogy felhivjanak az informéci6é tovabbadéasa végett.
Ezt nevezziik riadélancnak. A riadolanc jol miikodik, tehat minden csapattagot csak egyszer hivnak
fel (a vezetdn kiviil, akit nem hiv fel senki), és a hir mindenkihez eljut. Erdekes modon a riadélanc
felépitése olyan, hogy a vezetén kiviil mindenki annyi embert hiv fel, ahanyat az 6t értesité Gutana
még felhiv. Hany embert kell a vezetének felhivnia, ha tudjuk, hogy a csapatban 100-nal tobben, de
200-nal kevesebben vannak?

Megoldas. Tegyiik fel, hogy minden hivas lezajlik egy perc alatt, és mindenki percenként telefonélva
intézi a sziikséges hivasokat. Ekkor észrevehetjiik, hogy minden csapattag pontosan akkor fog végezni
a hivasaival, amikor az 6t felhivo személy végez, hiszen a beszélgetésiik utan még ugyanannyi embert
hivnak fel. Ez egyben azt is jelenti, hogy mindenki egyszerre végez. (3 pont)

Ha egy adott pillanatban n ember tudja a hirt, akkor a kovetkezs percben 6k masik n embert fognak
felhivni, hiszen a felhivottak kozott nincs atfedés. Ez azt jelenti, hogy a parhuzamosan zajlé hivasok
utdn pontosan kétszer annyian tudjék a hirt. Vagyis minden hivasnal kétszerezédik az informaécio
birtokaban 1év6 csapattagok szama. (2 pont)

Mivel kezdetben csak a vezets ismerte a hirt és egyediil inditotta a riadélancot, igy a percenkénti
duplézéssal 7 perc alatt jut el a hir 128 emberhez. Ha ezt kovetSen zajlana még hivas, akkor a csa-
pattagok szama meghalané a 200-at, ha pedig hamarabb véget ért volna, akkor nem érné el a 100-at.
Tehat azt is megtudtuk, hogy a vezetével egylitt a csapatban 128 ember van, és a sikeres riadolanchoz
a vezetdnek 7 embert kell felhivnia. (2 pont)
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3. Egy otjegyi szamot csattanosnak hivunk, ha a szazasok és a tizesek helyén azonos szamjegy all, és
ennél nagyobb szamjegy all az egyesek helyén. Hany 9-cel oszthatd csattanos szam van?

Megoldas. Mivel az els6 szamjegy nem lehet 0, igy az 9-féle kiilonb6z6 értéket vehetne fel. Ha azonban
vizsgaljuk a szdm masik négy szamjegyét, kideriil, hogy a 9-cel valé oszthatosag miatt ezek koziil
pontosan egy lesz jo. (Pontosan akkor oszthato egy szam 9-cel, ha a szamjegyeinek Osszege oszthato
9-cel. Jeldlje az utolsd négy szamjegy oOsszegét S. Ekkor S+ 1,5 + 2,...5 + 9 kilenc egymast kovets
egész szam, tehat koziiliik pontosan egy oszthato 9-cel.) (3 pont)

Tehat a 9-cel valo oszthatdsédgot innentsl nem kell figyelembe venniink, csak azt kell 6sszeszamol-
nunk, hogy hany olyan szam van, ami a feladat tobbi feltételét teljesiti, vagyis a szdzasok és tizesek
helyén all6 szamjegye egyenls, és az egyesek helyén allo szamjegye ezeknél nagyobb. Minden egyes
ilyen szam pontosan egyféleképpen egészithetd ki csattands szamma.

Ha a szazasok és tizesek helyén allo szamjegy k, akkor az egyesek helyén (9 — k)-féle szamjegy
szerepelhet. Az utols6 harom jegyet tekintve tehat 9 + 8 + --- + 2 + 1 = 45-féle végz6dés jon szbdba,
ezek mindegyikénél az ezresek helyén mind a tizféle szamjegy szerepelhet, tehat 6sszesen 10 -45 = 450
csattands szam van. (4 pont)

Osszesen: 7 pont

4. Egy végtelen szamsorozat elsé tagja 2, masodik tagja 1. Ezutan a sorozat minden tagja az el6z6 két
tag Osszegének reciproka. Azaz a harmadik tag 24 1 = 3 reciproka, vagyis %; a negyedik tag 1+ % = %
reciproka, vagyis %. Szerepel-e a sorozatban 2-nél nagyobb szam?

Megoldas. Erdemes a sorozat elsé néhany tagjat felirnunk:

9 1 1 3 12
a1 = Ao = A2 = — as = — ar = —
1 ) 2 ) 3 37 4 47 5 13

Vegyiik észre, hogy a4 és a; két egymast kovets tag, amelyek mindegyike % és 1 kozé esik. (1 pont)
Marpedig ha ebben a sorozatban szerepel egymas utan két % és 1 kozotti szam, akkor onnantol
kezdve a sorozat Osszes tagja % és 1 kozé fog esni. (2 pont)
Hiszen két 1/2 és 1 kozé es6 szam sszege 1 és 2 kozé esik, ennek reciproka pedig % és 1 kozé esik.

(3 pont)

Tehat a sorozat hatodik tagjatol kezdve minden szam % és 1 kozé fog esni.
Mivel az els6 5 tag egyike sem volt 2-nél nagyobb, igy a sorozatban egyaltalan nem szerepelhet
2-nél nagyobb szam. (1 pont)

Osszesen: 7 pont
Megjegyzés a pontozashoz: A teljes pontszamhoz természetesen nem sziikséges pontosan kiszami-
tani ag, ay és as értékét. Elegendd azt belatni, hogy a4 és as egyarant % és 1 kozé esik.
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5. Anna és Béla kezében is 6t-0t szamjegykartya van, Annanél az , , , , @, Bélanal pedig
a @, , , @, . Felvaltva balrol jobbra rakjak le a szadmjegykartyakat, igy egy tizjegyt szamot
képezve. Anna kezd. Mi a legnagyobb kettéhatvany, amelyrdl Béla garantalni tudja (Anna barmilyen
stratégiaja esetén), hogy osztani fogja a kapott tizjegyid szamot?

Megoldas. El6szor megmutatjuk, hogy Béla el tudja érni, hogy a kirakott szam oszthato legyen 8-cal.
Ehhez elég arra figyelnie, hogy a |2 |és @ szamjegyeket hagyja meg az utolso két kartyanak. Amikor
Anna lerakta az utolso el6tti szamjegykartyajat, elddlt az is, melyik lesz az utolsé paratlan szamjegy.
Barmi is legyen Anna utols6 kartyaja, az alabbi tablazat megmutatja, Béla tudja olyan sorrendben
hasznalni a | 2] és @ szamjegyeket, hogy az utols6 hdrom szamjegy 8-cal oszthatd szamot alkosson.

Anna utols6 kartyaja | utols6 harom jegy
1 216 =8 - 27
3 632=28-79
5 256 = 8- 32
7 672 =8-84
9 296 = 8- 37

Ez pedig azt jelenti, hogy a teljesen 10-jegyii szam is oszthato lesz 8-cal (mivel a 8-cal vald oszt-
hatoségot az utols6 harom szamjegy meghatarozza). (3 pont)

Masodszor azt latjuk be, hogy Anna meg tudja akadalyozni, hogy a kirakott szam oszthato legyen
16-tal. Ehhez Anna tartsa meg utolsé kettének az |5 | és a | 7| kartyakat.

e Ha Béla nem tartja a|2| kartyajat, akkor Anna a |7 | kartyajat rakja le utoljara, igy az utols6 két
szamjegy 7x lesz, ahol x nem 2, igy ez nem oszthato 8-cal, tehat az elé tett paratlan szamjeggyel
egylitt sem oszthato nyolccal, és igy a szdm nem oszthatd sem 8-cal, sem 16-tal.

e Ha Béla nem tartja a @ kartyajat, akkor Anna az kartyajat rakja le utoljara, igy az utolso
két szamjegy 5z lesz, ahol = nem 6, igy ez szintén nem lesz oszthato se 8-cal, az elé tett paros
szamjeggyel egyiitt sem oszhat6 nyolccal, és igy a szdm nem oszthato sem 8-cal, sem 16-tal.

e Ha Béla utolso két szamjegye a|2|és a @, akkor Anna rakja le , sorrendben a két kartyajat.
Ekkor az utols6 4 szamjegy 5276 vagy 5672 lehet, és ezek egyike sem oszthatd 16-tal. (3 pont)

Ha tehat mindketten a lehetd legokosabban jatszanak, akkor egy 8-cal oszthatd, de 16-tal nem
oszthatoé szamot kapnak a jaték végén. Azaz 3-szor lehet majd elosztani a szamot 2-vel ugy,
hogy még egész legyen az eredmény. (1 pont)

Osszesen: 7 pont

A feladatokat Osszeallitotta: Hujter Balint, Karolyi Gergely, Nagy Kartal, Pintér Richérd.
Lektoralta: Erben Péter, Steller Gabor.
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