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52. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY

Orszagos donté — 2. nap — 2023. majus 27.
HETEDIK OSZTALY

JAVITASI UTMUTATO

1. Ot kiilénb6z6 magassagi ember mindegyike két-két allitast mondott, melyek némelyike igaz, néme-
lyike hamis volt (lehetséges, hogy ugyanazon ember egyik allitasa igaz, mig a masik hamis).
Anna: ,Magasabb vagyok, mint Béla.” [ Két magasabb és két alacsonyabb ember van nélam.”
Béla: ,Magasabb vagyok, mint Endre.” ,Dénes a legmagasabb.”
Csaba: ,,Anna mindkét allitasa igaz.” ,Magasabb vagyok, mint Endre.”
Dénes: ,Alacsonyabb vagyok, mint Csaba.” Endre a mésodik legmagasabb.”
Endre: ,Béla mindkét allitasa hamis.” ;Magasabb vagyok, mint Anna.”

(a) Lehetséges-e, hogy pontosan 1 allitds hamis a 10 allitas koziil?

(b) Lehetséges-e, hogy pontosan 2 &llitas hamis a 10 allitas koziil?

Megoldas. (a) Mivel Endre azt allitja, hogy Béla mindkét allitdsa hamis, ezért ha Endrének ez az
allitasa igaz lenne, akkor mar legaldbb két hamis allitas lenne az allitasok kozott. Igy tehat ha pontosan
egy hamis allitas van, akkor ennek (Endre els6 allitasanak) kell az egyetlen hamisnak lennie. (1 pont)

Mar csak azt kell megvizsgalnunk, a maradék kilenc allitas ellentmondasmentes-e.
Dénes azt allitja, alacsonyabb, mint Csaba, Béla viszont azt mondja, Dénes a legmagasabb.
Ez ellentmondés, igy nem lehet pontosan egy allitas hamis. (1 pont)

(b) Az el6z6 feladatrész végét ismét felhasznalhatjuk: Dénes elsd allitasa és Béla mésodik allitasa
egyszerre nem lehet igaz. (1 pont)

Béla és Csaba egyszerre allitjak, hogy magasabbak, mint Endre, Dénes azonban Endrét a mésodik
legmagasabbnak mondja. Ez a harom allitas sem lehet igaz tehat egyszerre. (1 pont)

Ha tehat pontosan két hamis allitas van a tiz kozott, akkor ebbdl a két csoportbol egynek-egynek
kell a két hamis allitdsnak lennie, az 0sszes tobbi allitas tehat igaz kell, hogy legyen. Endre elsé allitasa
tehat igaz: Béla mindkét allitasa hamis. Ez pedig pont lefed egyet-egyet mindkét csoportbol. (2 pont)

Megvan tehat az egyetlen lehetség a két hamis allitdsra, méar csak meg kell vizsgalni, lehetséges-e
igy kielégiteni az allitasokat.

Anna a harmadik legmagasabb (Anna maésodik allitdsa), Endre pedig a mésodik legmagasabb
(Dénes masodik allitasa), és igy Csaba a legmagasabb (Csaba els§ allitasa). Az Gsszes tobbi allitasrol
ellendrizhet, hogy megfelelnek a feltételeinknek (azaz Béla allitasai hamisak, a tobbieké igazak). Dénes

és Béla sorrendjérél nem tudunk meg semmit, mindketts lehetGség jo megoldast ad. (1 pont)
Lehetséges tehét, hogy pontosan két allitds hamis. Osszesen: 7 pont
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2. Egy derékszogi haromszog alaki, lyukak nélkiili biliardasztal egyik csticsdnal az oldalak 30°-os
szoget zarnak be egymassal. Egy bilidrdgolyét elinditunk az abran jelélt modon, a P pontbol ugy,
hogy az elGszor az asztal legrovidebb oldalat éri el annak egy bels6 pontjaban. A goly6 haladasi iranya
60°-0s szoget zar be a legrévidebb oldallal.

P

A goly6 utjat vizsgalva azt latjuk, hogy minden egyes alkalommal, amikor talalkozik a fallal,
tokéletesen pattanva halad tovabb, vagyis a falhoz érkezd, valamint a faltol elindulé haladasi iranya
ugyanakkora szoget zar be a fallal. Hany pattanas utén lesz a goly6 djra a P pontban?

Megoldas. Tekintsiik az aldbbi abran a goly6 1tja sorédn az elsé hdrom pattanést.

A
P
D
F
c 7 C B (J6 abra: 2 pont)

A szdveg szerint felirhato, hogy FDC< = PDA< = 60°, tehat DE szakasz parhuzamos AB-vel.
Emiatt a goly6 az elsé pattands utan biztos, hogy a haromszog hosszabb befogdjanak belsé pontjan
pattan meg. Innen az irdnya miatt csak az atfogohoz érhet, s a szogek alapjan latni fogjuk, hogy a
kovetkez6 pattanas helye megint a BC' oldal belsejébe esik. (1 pont)

CDFE haromszogben mar meghatarozhato, hogy DEC'<t = 30°, s a pattanis miatt DEC< =
FEG<, tehat ez utobbi is 30°-0s. Emiatt DEF< = 120°, vagyis EF A< = 60°. A pattanas miatt ez

megegyezik BFG<-gel. Mivel a B-nél levs szog 30°-os, ezért FGB< = 90°. (2 pont)
Tehat a goly6 innentdl kezdve ugyanezt az ttvonalat jarja be visszafelé, (1 pont)

vagyis rendre a D, E, F, G, F, E, D pontokon at, 7 pattanas utan lesz tijra a P pontban.
(1 pont)

Osszesen: 7 pont
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3. Van 1000 kartya, melyek 000-t61 999-ig vannak megszamozva, és 100 doboz, melyek 00-t6l 99-ig
vannak megszamozva. Egy kartyat egy dobozba akkor lehet belerakni, ha a doboz szama a kartya
szamabol egy szamjegy elhagyéasaval kaphato meg (igy példaul a 627-es szamu kartya a 27-es, a 67-es
vagy a 62-es szamu dobozok valamelyikébe tehetd).

Dobozokba lehet-e tenni az 6sszes kartyat ugy, hogy 50 doboz iiresen maradjon?

Megoldas. Meg fogjuk mutatni, hogy lehetséges. A kartyakat ugy fogjuk elhelyezni, hogy csak olyan
dobozt hasznéaljunk, melynek a sorszdmaban vagy mindkét szamjegy paros, vagy mindketts paratlan.
(2 pont)

Mivel 5-féle paros szamjegy van, igy olyan doboz, melynek sorszamaban mindkét szamjegy paros,
5-5 = 25 talalhat6. Ugyanigy az 5 paratlan szamjegy felhasznalésaval 25 olyan dobozt kapunk, melynek
mindkét szdmjegye paratlan. Ez Osszesen legfeljebb 50 doboz felhasznalasat jelenti, tehat legalabb 50
doboz iiresen marad. (2 pont)

Minden kartyan harom szamjegy talalhato. Vizsgaljuk meg, hogy ezek kézott hany péaros szamjegy
lehet! Ha 2 vagy 3, akkor tudunk tugy egy szamjegyet elhagyni, hogy két péaros szamjegy maradjon,
igy a kéartya elhelyezheté megfelelGen egy dobozba az elébbiek koziil. Amennyiben pedig csak 1 vagy
0 paros szamjegyet taldlunk, Ggy paratlan szamjegybdl lesz 2 vagy 3, igy azt tudjuk elérni, hogy egy
szamjegy elhagyasaval két paratlan szamjegybdl alljon a szam, ennek megfelelGen keriil j6 dobozba.

(3 pont)

Ezzel minden esetet megvizsgaltunk, tehat valéban elhelyezhetGek a kartyak a feladat feltételei
szerint.
Osszesen: 7 pont
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4. A tornatanar egy 4 x 4-es racsot rajzolt az iskolaudvarra. A racs mind a 16 mezdGjére felallt egy-egy
didk, tgy, hogy valamelyik racsvonallal parhuzamos iranyba néz. A tornatanar néha tapsol egyet. Ha
két élszomszédos mezdén allo didk éppen egymaés felé néz, akkor a tapsra mindketten 90°-os fordulatot
végeznek jobbra. Ezen kiviil semmilyen mas mozgast nem végeznek. Lehetséges-e, hogy a 30. tapsnal
még fordul valaki?

Megoldas. Csoportositsuk a tablazat mezsit elhelyezkedésiik alapjan az abra szerint, igy kapunk
sarokmezdket (s), oldalso mezdket (o), illetve kdzépsd mezdket (k).

Ha valaki o vagy s jeld mezén all, akkor amint egyszer kifelé néz a tab-
lazatbol, onnantol mar nem fog tébbet fordulni, hiszen nem fog szem-
benézni tobbé senkivel. Emiatt s-en allok legfeljebb 2-szer, o-n allok
legfeljebb 3-szor fordulnak. (2 pont)

» [ O[O | ®»
Q& || O
Q& || O
®» [ QO |Q | ®»

Nézziink most egy k jeld mezén allo didakot, nevezziik X-nek. X két szomszédja szintén k-n all,
a masik két szomszédja pedig o-n. Ha X egyszer egy o-n allo szomszédjaval szemben all, akkor a
kovetkezd tapsra fordulnak, és ezt kdvetSen ugyanaz a szomszéd soha nem fog mér szemben allni
X-szel (hiszen nem tud ujra az el6z§ iranyba keriilni).

Emiatt X sem fog tudni tjra tovabbfordulni, ha megint ugyanazen szomszéd felé néz. Igy, mivel
az o-n allo szomszédaival legfeljebb egyszer néz szembe, addig a k-n all6 szomszédaival is legfeljebb
kétszer tud szemben allni. Ez azt jelenti, hogy X (és igy barmelyik £ jelii mezén allo didk) legfeljebb
6 alkalommal fordulhat. (3 pont)

Szamoljuk meg, hogy Osszesen hany fordulés torténhet legfeljebb. A négy s-en &allo legfeljebb 2-
szer, a nyolc o-n allo legfeljebb 3-szor, a négy k-n allo diak pedig legfeljebb 6-szor fordulhat. Tehat a
fordulasok szama nem lehet tobb, mint 4 -2+ 8 -3 44 -6 = 56.

Mivel egy tapsnél legalabb ketten fordulnak egyszerre, ez azt jelenti, hogy a jaték soran legfeljebb
56/2 = 28 tapsnal fordulhattak, vagyis a 30. tapsnal mér biztosan nem fordult senki. (2 pont)

Osszesen: 7 pont

A feladatokat Osszeallitotta: Hujter Balint, Karolyi Gergely, Nagy Kartal, Pintér Richérd.
Lektoralta: Erben Péter, Steller Gabor.
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