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Orszagos donté — 2. nap — 2023. majus 27.
NYOLCADIK OSZTALY

JAVITASI UTMUTATO

1. Anna, Bea, Cili és Dora leiilt egy korbe. Anna felirta két kedvenc szamét (kiillonboz8 pozitiv
egészek) egy lapra, majd tovabbadta jobbra. Amikor valaki megkapta a lapot, kiradirozta a rajta 1évé
két szamot, és helyiikre felirta a kiradirozott két szam Osszegét és kiilonbségét, majd tovabbadta a
lapot jobbra. Mikor a lap visszaért Annéhoz, azt latta, hogy a lapon szerepld két szam koziil az egyik
megegyezik az altala felirt kisebb szammal, mig a masik szam az altala felirt nagyobb szamnél 42-vel
nagyobb. Mi Anna két kedvenc szama?

Keét szam kiilonbségét gy szdmitjuk, hogy a nagyobbikbol vonjuk ki a kisebbiket.

Megoldas. Jelolje az Anna altal felirt két pozitiv egészt x és y ugy, hogy = > y.
Foglaljuk tablazatba, hogy ki melyik szdmokat irta fel a lapra:

Anna x Y
Bea r+y r—y
Cili 2z 2y
Doéra | 2z + 2y | 20 — 2y

(A tablazatban azért egyértelmd minden szam, mivel a bal oldalt szerepls szamoknak muszaj
nagyobbnak lenniiik a jobb oldaliaknal, kévetkezésképp egyértelmi a kiilonbség képzése is.) (2 pont)

A feladat szovege alapjan a kovetkezd egyenleteket irhatjuk fol:

20 -2y =y
2c+2y = x+42
(Azért biztos, hogy 2x — 2y egyezik meg y-nal, mert x > y és 2z + 2y > 2z — 2y). (2 pont)
Az egyenletrendszer megoldasaként x = 18, y = 12 adodik. (2 pont)
Anna | 18 | 12
. ) ) . ) Bea | 30| 6 ) C e
[gy az egyes lanyok altal felirt szamok: cili |36 | 24 valoban teljesitik a feladat feltételeit.
Doéra | 60 | 12
Tehat Anna kedvenc szamai 18 és 12. (1 pont)

Osszesen: 7 pont
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2. Hany olyan pozitiv egész szam van, amelynek az Osszes osztoja koziil a negyedik legnagyobb a 427
Példdul a 12 osztoi: 1, 2, 3, 4, 6 és 12, igy a negyedik legnagyobb osztoja a 3.

Megoldas. Legyen N egy olyan szam, amelynek a negyedik legnagyobb osztoja 42. Ekkor N oszthato

42-vel, igy 2-vel, 3-mal és 6-tal is, ezért N harom legnagyobb osztoja biztosan N, 5 és % (2 pont)
Mivel az % biztosan szerepel az osztok kozott, a negyedik legnagyobb oszto csak az %, az % vagy
az & lehet. (2 pont)

Ha a negyedik legnagyobb oszt6 %, akkor N = 42-4 = 168. Ennek valoban 42 a negyedik legnagyobb
osztoja. (1 pont)

Ha a negyedik legnagyobb oszto %, akkor N = 42 -5 = 210, ennek is valoban 42 a negyedik

legnagyobb osztoja. (1 pont)

Ha a negyedik legnagyobb oszt6 %, akkor viszont N = 6 - 42 = 252, ez viszont oszthato 4-gyel is,

és igy a 42 csak az 6todik legnagyobb osztoja (az N = 252, az % = 126, az % = 84 és az % = 63

utéan). (1 pont)
Tehéat 2 olyan szam van, ami a feladat feltételeinek megfelel, a 168, illetve a 210.

Osszesen: 7 pont

3. Az ABC'D egységnyi oldalhossztsagi négyzetben az AB oldal felez6pontja E, a BC oldal felezs-
pontja F. Az AF és DE egyenesek metszéspontja M. Milyen hosszt a C'M szakasz?

Megoldas. Készitsiink abrat a feladathoz.

D C
Vegyiik észre, hogy AF 1 DE. (1 pont)
Ez azért teljestil,
7 mert AED és ABF derékszogl haromszogek egybevagok
(hiszen egyik befogojuk 1, a masik befogdjuk pedig %),
és egymashoz képest derékszoggel vannak -elforgatva.
(1 pont)
A E B
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Bizonyitas kozépvonallal és tiikrozéssel

Legyen DA oldal felez6pontja H, és hizzuk be a CH szakaszt. Jelolje DE és HC' metszéspontjat V.
(1 pont)

Ekkor CH || AF (példaul azért, mert AF'C'H egy paralelogram-

D ¢ ma, hiszen HA és C'F parhuzamos és egyenls hosszu),
és igy persze DM 1 HC. (1 pont)
Vegyiik észre, hogy az AM D héaromszoghen HN éppen kozép-
vonal, hiszen parhuzamos AM-mel és dtmegy AD felez6pontjan.
H P Kovetkezésképpen N a DM felez&pontja. (2 pont)

Tehat HC merdlegesen felezi DM szakaszt, azaz D-t tiikkrozve
HC tengelyre éppen M pontot kapjuk. Igy a DC' szakaszt tiik-
" rozve HC' tengelyre M C szakaszt kapjuk, azaz MC = CD = 1.
A E B (1 pont)

Osszesen: 7 pont

Bizonyitas a Thalész-tétel megforditasaval

Jelolje az AF és a C'D egyenesek metszéspontjat P. (1 pont)

D [ C !

A E

ABF és PCF derékszogti haromszogek egybevagok, mivel szogeik megegyeznek (FBA< és FCP<
derékszogek; AF B< és PFC< cstucsszogek; BAF< és C PF< valtoszogek) és BF = FC = %

Igy PC = CD =1, azaz DP felezépontja C. (1 pont)
DM P haromszog derékszogt. A Thalész-tétel megforditasa miatt a PD atfogd Thalész-kore (amely-
nek kozéppontja a fentiek szerint C') atmegy az M ponton. (2 pont)
Tehat CM =CD =CP = 1. (1 pont)

Osszesen: 7 pont
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4. Van 100 000 kartyank, melyek 00000-t6l 99999-ig vannak megszamozva, és van 1000 dobozunk
is, melyek 000-t6l 999-ig vannak megszamozva. Egy kartyat egy dobozba akkor lehet belerakni, ha a
doboz szama a kartya szamabol két szamjegy elhagyéséaval kaphato meg (igy példaul a 40557-es kartya
a 405-6s, a 407-es, a 455-0s, a 457-es, a 055-0s, a 057-es és az H57-es dobozok valamelyikébe tehetd).
Bele lehet-e rakni a dobozokba az 6sszes kartyat ugy, hogy legalabb 666 doboz iiresen maradjon?

Megoldas. Meg fogjuk mutatni, hogy lehetséges.
A 16 Gtlet: a kartyakat gy helyezziik el a dobozokba, hogy csak olyan dobozt hasznéaljunk, amelynek
a sorszama 3-mal oszthato. (2 pont)

Ez nyilvanvaléan 333 dobozt jelentene, tehat {iresen maradna 667 darab, vagyis a feladat feltétele
teljestil. (1 pont)

Be kell latnunk, hogy minden kartyat el lehet helyezni olyan dobozba, amelynek a sorszama 3-mal
oszthato.

Vizsgaljuk a kartyan szerepls szamjegyeket a harmas maradékuk szerint!

Ha van koztiikk harom egyforma, akkor ezek meghagyasaval a szambol olyan haromjegytit képez-
tlink, mely oszthaté harommal — tehat megfelel6 dobozba sorolhato. (1 pont)

Ugyanez konnyen latszik, ha a szamjegyek harmas maradékai kozott van harom kiilonb6z8, ugyanis
ezek Osszege is oszthatd lesz harommal. (2 pont)

Innentdl csak azon eseteket maradtak, ahol csak kétféle harmas maradék szerepel, és mindkettSbdél
legfeljebb két darab — ez viszont nem lehetséges, ha 6t szamjegyiink van. (1 pont)

Vagyis a kivant elhelyezés valoban megoldhato.
Osszesen: 7 pont

A feladatokat Osszeallitotta: Hujter Balint, Karolyi Gergely, Nagy Kartal, Pintér Richérd.
Lektoralta: Erben Péter, Steller Gabor.
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