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52. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY

Megyei fordul6é — 2023. marcius 17.
NYOLCADIK OSZTALY

MEGOLDASOK

1. Egy sz0g kétszerese hegyesszog, haromszorosa tompaszog, az 6tszorose pedig homortuszog. Hanyféle
lehet a szog nagysaga, ha fokban mérve egész szam?

Megoldas. Jeloljiik a-val a vizsgalt szog nagysagat.
Az elsé feltétel szerint 0° < 20 < 90°, vagyis 0° < o < 45°.
A masodik feltétel szerint 90° < 3a < 180°, emiatt 30° < a < 60°.
A harmadik feltétel szerint 180° < Ha < 360°, tehat 36° < a < 72°.
A kapott feltételeket Osszevetve a megfelel§ szogekre 36° < a < 45° teljesiil.
Ezen hatarok kozotti egész értékek:

37,38,39,40,41,42,43, 44
8 db

Tehat a szog nagysaga 8-féle lehet.
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2. Melyik a nagyobb és mennyivel: a 100-nal nem nagyobb, 4-gyel osztva 0 vagy 1 maradékot ado
természetes szamok négyzeteinek az Osszege vagy a 100-nal nem nagyobb, 4-gyel osztva 2 vagy 3
maradékot ad6 természetes szamok négyzeteinek az Osszege?

Megoldas. A feladatban az alabbi két 6sszeg kozti kiillonbséget kell meghatarozni:

A=1>4+424+54+8+92+..4100> & B=22+324+6>+7>+10%+ ... +99?

Bontsuk 4-es csoportokra a szémokat, majd minden 0 < k < 24-re vegyiik a 4k + 1, 4k + 2, 4k + 3,
4k + 4 alaku szamokat.

Minden ilyen csoportbdl 2 szam, a 4k + 1 és 4k + 4 alaki lesz az A Osszegben, 2 szam pedig, a
4k + 2 és 4k + 3 alaki lesz a B Osszegben. Vegyiik ebben az A-beli és B-beli elemek kiilonbségét:

(4k +1)% — (4k +2)? — (4k +3)? + (4k +4)* =
= 16k* + 8k + 1 — 16k* — 16k — 4 — 16k* — 24k — 9 + 16k + 32k + 16 =
= (16 —16 — 16+ 16)k* + (8 — 16 — 24 +32)k + (1 —4 — 9+ 16 = 4.
Ez minden 4-es csoportra igaz lesz, vagyis 4 -25 = 100-zal nagyobb a 0 vagy 1 maradékot adé

szadmok Osszege, mint a 2 vagy 3 maradékot adé szamok Osszege.

2

Megjegyzés: Azt, hogy az ilyen 4-es csoportokban
miért 4 lesz a kiilonbség, az aldbbi abraval is lehet
szemléltetni. Vegylink egy 8k + 5 oldalhosszusagu
négyzetet. ElGszor rakjuk bele a 4k + 1 és a 4k +
4 oldalhosszisagu négyzeteket, majd a 4k + 2 és
4k+3 oldalhosszisdgiakat az abran lathaté moédon.
Ekkora a keresett érték a kék teriilet nagysagabol
a piros teriilet nagysiga, ami pontosan 4 lesz.

4k + 4

4k + 2
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3. (a) Mutassunk példat olyan sokszogre, amelynek minden oldala egyenls hosszi és minden oldala
pontosan 2 masik oldalaval parhuzamos. Adjuk meg a sokszdg Osszes szogét.

(b) Mutassunk példat olyan sokszogre, amelynek minden oldala egyenls hosszi és minden oldala
pontosan 3 masik oldalaval parhuzamos. Adjuk meg a sokszdg Osszes szogét.

A sokszognek nem lehet sem 0°-0s, sem 180°-0s szoge. A sokszdg nem metszheti dnmagdt, azaz a nem
szomszédos oldalainak nem lehet kozds pontja.

Megoldas. Mindkét részre sokféle konstrukcié adhato, ezek koziil néhany lehetdséget mutatunk be.
A sokszog belss szogeit a megjelolt csicesbol indulva, az 6ramutato jarasa szerint haladva soroltuk fel.

120°, 120°, 240°, 60°, 120°,
120°, 300°, 60°, 120°
(Szabalyos haromszogracsra
rajzolt sokszog)

150°, 90°, 270°, 90°, 270°, 90°, 150°, 90°, 270°,
90°, 270°, 90°, 150°, 90°, 270°, 90°, 270°, 90°
(Szabéalyos haromszog oldalaihoz rogzitett
haromfoku lépcssk)

120°,120°, 120°, 300°, 120°, 120°
60°, 240°, 120°, 120°, 300°, 60°
(Szabalyos haromszogracsra
rajzolt sokszog)

(Két szabalyos nyolcszog Gsszekapcesolva)

> /\ < 135° (6 db), 315°, 135° (6 db), 270°, 45°, 270°,

felvaltva 240° és 60°
(Szabalyos hatagu csillag)
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Héanyféleképpen lehet egy sakktablan 14 mezst megjelolni gy, hogy egy
futo egyik megjelolt mezérdl se tudjon egy 1épésben eljutni egy masik
megjelolt mezére?

A futo dtlosan lép, tehdt példdaul a B3 mezdn dllo futo
az abran pottyel megjeldlt mezdkre juthat el eqy lépésben.

N W ks Oty 3
[ J

ABCDEVFGH

Megoldas. A sakktablan a fehér mezdékon allo futok csak fehér mezékre tudnak 1épni, ugyanigy a
sOtét mezGkon allok csak sotét mezére. Tekintsiik az els§ abran berajzolt hét atlot!

N

N

ABCDEFGH ABCDEVFGH

N W ks Ot N

N W ks Ot N

Ezek mindegyikén legfeljebb egy megjelolt pont lehet, de ugyanezt elmondhatjuk ennek elforgatott-
jaként hét, sotét mezbket tartalmazo atlora is, ezek egyiitt pedig lefedik a sakktablat, tehat az itt
feltiintetett atlok mindegyikén is kell, hogy legyen egy megjel6lt pont.

Tekintsiik a két legrévidebb atlot. Ha A2-t megjeldljiik, akkor G8-at nem lehet, csak H7-et, ha-
sonl6an, ha A2 helyett Bl-et jeloljiik, akkor a méasik legrévidebb atlon csak G8 johet szoba. A két
legrévidebb atlon megjelolt két pont tehat kétféle helyzetben lehet.

Ez a két megjelolt pont egyiittesen lefedi a masodik abran szerepld két atlot, tehat a kovetkezd (4
mez6bdl allo) atlok esetén megintesak két-két pont johet szoba, hasonloan kétféle felallasban (A4 és
H5 vagy D1 és E8.)

A gondolatmenetet folytatva a 6 mezGbdl allo atloknak szintén csak a végpontjaibol valaszthatunk,
ujfent kétféleképpen (A6 és H3 vagy F1 és C8).

Végiil a leghosszabb atloban két mezé maradt. Ezek barmelyike az el6zGektdl fiiggetleniil valaszt-
hato. Mivel minden eddigi dontés az el6z6ektsl fiiggetlen volt, igy a lehet&ségek szama 2-2-2-2 = 16.

Ugyanezeket elmondhatjuk a sotét mezdket tartalmazo atlokrol is, tovabba a vildgos mezdk jelolései
nem befolyasoljak a sotét mezdkét, tehat ott is 16-féle lehetGségiink van. Osszesen pedig ezek szorzata
adja a megfelel6 megjelolések szamat.

Tehat 16 - 16 = 256-féleképpen lehet a mezdket a feltételeknek megfelelGen megjelolni.
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5. Az a szamot leirtam kétszer egymas utén, igy kaptam a b szamot. Erdekes modon b oszthatéd a?-tel.
Mennyi lehet a hanyados?
Az a €s b szamok tizes szamrendszerben felirt pozitiv egészek.

Megoldas. Ha a egy n-jegyt szam, akkor b=10...01-a = (10" + 1) - a.
n—1 db
A keresett hanyadost nevezziik c-nek. ¢ nyilvan egy 1-nél nagyobb egész szam, tovabba:
b (10"+1)-a 10"+1

C= — =
a? a? a

Tehat ¢ osztdja (10™ 4 1)-nek, masrészt pedig legfeljebb 11, hiszen

n n n—1
10" +1 - 10" 4+ 10

=10""" <
T 11 0" sa

Egyenlség csak n = 1 esetén allhat fenn, ehhez a = 1 esetén valoban 11 lesz a hanyados, hiszen

b 11

? — T — 11.

Milyen 11-nél kisebb szdm oszthatja a 10™ 4+ 1 szamot?

Sem a péros szamok, sem az 5 sem johet szoba, mivel 10™ + 1 utolsé szamjegye 1.

Tovabba, 10™ + 1 nem lchet oszthatd 3-mal és 9-cel sem, hiszen a szamjegyeinek Gsszege 2.
gy a 11-en kiviil egyetlen lehetdség maradt: ¢ = 7.

Ez tényleg meg is valosulhat. Mivel 1001 = 7 - 143, igy ha a = 143, akkor b = 143143, és igy:

b 143143

@ 1432
Tehat a hanyados lehet 7 vagy 11, mas érték nem lehetséges.
Megjegyzés: Mas példa is van a ¢ = 7 esetre, pl. a = 142857143.

Altalanosan: tetszoleges k pozitiv egész esetén a = (10%+3 4+ 1) /7 vélasztassal a b/a? hanyados 7,
a = 1 esetén a hanyados 11, egyébként pedig nem egész.

A feladatokat Gsszeallitotta: Hujter Balint, Karolyi Gergely, Nagy Kartal, Pintér Richard.
Lektoralta: Erben Péter, Steller Gabor.
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