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53. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY

Orszagos donté — 2. nap — 2024. majus 25.
HETEDIK OSZTALY

MEGOLDASOK

1. Anna, Bea, Cili és Dora egy faluban laknak, mindegyikiiknek egy téglalap alaku kertje van. A négy
kert szélessége 12, 14, 16, illetve 18 méter valamilyen sorrendben, hosszuk pedig 40, 50, 60, illetve 70
méter valamilyen sorrendben. A lanyok az alabbi igaz allitdsokat mondték a kertjiikrol:

Anna: Az én kertem szélesebb, mint Dora kertje.

Bea: Az én kertem teriilete kevesebb, mint 1000 m?.

Cili: A kertem teriilete ugyanakkora, mint Dora kertjének teriilete.
Dora: Bea kertje hosszabb, mint az én kertem.

Add meg, hogy kinek a kertje milyen széles és milyen hosszu.

Megoldas. Nézziik meg, hogy milyen méretiiek lehetnek a kertek:

12 m 14 m 16 m 18 m

40 m | 480 m? | 560 m? | 640 m? | 720 m?

50m | 600 m? | 700 m2 | 800 m? | 900 m?

60m | 720 m? | 840 m? | 960 m? | 1080 m?

70 m 840 m? | 980 m? | 1120 m?2 | 1260 m?

A lehetséges méretek koziil csak a 720 m? és a 840 m? szerepel kétszer.

Ha Cilinek és Déranak 840 m?-es a kertjiik, akkor Doéra kertjének a hossza 60 vagy 70 méter, Bea
kertjének hossza pedig 40 vagy 50 méter, igy Doéra allitdsa nem lehet igaz.

Igy csak az lehet, hogy Cili és Déra kertje is 720 m2. Vagyis egyikiik kertje 40 méter hosszi és 18
méter széles, mig a masik kertje 60 méter hosszi és 12 méter széles.

Mivel Anna kertje szélesebb Déraénal, igy Dora kertje a 60 méter hossza és 12 méter széles, Cili kertje
pedig 40 méter hosszi és 18 méter széles.

Mivel Bea kertje hosszabb Doraénal, igy az 6 kertje 70 méter hosszu.

Mivel Bea kertje kisebb, mint 1000 m?, igy az & kertje 14 méter széles.

Kizéarasos alapon Anna kertje lesz 50 méter hosszi és 16 méter széles.
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2. Szilvi felirt egy pozitiv egész szamot a papirjara, majd felirta a 3-szorosat is. Azt vette észre, hogy
a kisebb szam jegyeinek 6sszege éppen 3-szor akkora, mint a nagyobb szam jegyeinek az Osszege.

(a) Bizonyitsd be, hogy a kisebbik szam oszthaté 9-cel.

(b) Mutass példat ilyen szampérra.

Megoldas. A nagyobb szam oszthatd 3-mal, igy szamjegyeinek Osszege is oszthatd 3-mal.

Ennek haromszorosa igy oszthato lesz 9-cel.

Ez éppen a kisebb szam jegyeinek Osszege, tehat ez is oszthato 9-cel.

Igy a kisebb szam is oszthaté 9-cel.

Ilyen szamparra sok példa van. Néhany ezek koziil: (6777,20331), (26667, 80001), (7037037;21111111).

Megjegyzés. Hogyan lehet egy ilyen szampart talélni?

A nagyobb szam is oszthatd 9-cel, azaz a szamjegyek Osszege legalabb kilenc, igy a kisebb szém
szamjegyeinek Osszege legalabb 27. Probaljuk meg elérni, hogy a nagyobb szam szamjegyeinek 6sszege
9, a kisebbé 27 legyen. Keressiink olyan szamokat, aminél a szamjegyek Osszege sokat csokken, ha
megszorozzuk harommal.

Egyjegyt szdmok koziil a 7 ilyen, mivel a haromszorosa 21. A szam végén az 1-es mindenképpen meg-
marad, de a tizesek helyén a 2-es 0-va alakithato, ha egy 6-ost irunk a 7-es elé, mivel a 67 haromszorosa
201. Hasonld modon irjunk még két 6-os a szam elejére, ekkor a 6667 haromszorosa 20001. Ahhoz,
hogy 27 legyen az 0sszeg, még egy 2-est kell a szam elejére irni, és ekkor a szdm haromszorosa 80001,
aminek a szamjegyeinek Gsszege 9. (Ez itt ttinhet szerencsének, hogy pont 9 lett az Gsszeg, de az itt
segitett, hogy a szam 9-cel oszthato, igy a szamjegyek Osszege 9 vagy 18 lehetett, viszont a 18-t61 még
messze voltunk, igy varhato volt, hogy a 9-et fogjuk megkapni.)
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3. Van-e olyan hatszog, amelynek szomszédos oldalai merélegesek egymasra, mindegyik oldala milliméterben
mérve egész hosszisagi, a keriilete 2024 mm, a teriilete pedig 2024 mm??

Megoldas. Van. Az alabbi hatszogek barmelyike megfelels. (Az abrakon az oldalhosszakat millimé-
terben adtuk meg.)

6 4 3
1 2 4
3 1003 4 1004 6 1003
2 2 2
1009 1008 1006
K = 2024 mm K = 2024 mm K =2024 mm

T = 3027 — 1003 = 2024 mm? T = 4032 — 2008 = 2024 mm? T = 6036 — 4012 = 2024 mm?

Megjegyzés. Nem nehéz meggondolni, hogy ha egy hatszog szomszédos oldalai merélegesek, az 1é-
nyegében csak ilyen szerkezeti lehet:

Az a,b,c,d, e, f oldalhosszakra teljesiilnie kell az a = c+ e és b = d + f egyenlGségeknek.
A hatszog kertilete K =a+b+c+d+e+ f=2a+2b=2(a+D).

A hatszog teriilete pedig egyszertien felirhatéo T' = ab — de alakban.

Elegendé tehat taldlnunk olyan a > e és b > d pozitiv egészeket, amelyekre

a+b=1012 és ab— de = 2024.

Megmutathato, hogy ezeknek a feltételeknek csak a fenti harom megoldas tesz eleget.
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4. Egy négyzetracsos papirra rajzoltunk egy haromszoget, amelynek minden csicsa racspont.
A haromszog teriilete egész szami racsnégyzet teriiletével egyezik meg.
Bizonyitsd be, hogy van olyan oldala a haromszognek, amelynek a felez&pontja is racspont.

Megoldas. A megoldas soréan a racsvonalakkal parhuzamos egyeneseket vizszintesnek, illetve fiiggs-
legesnek nevezziik. A hosszisagokat és a teriileteket minden esetben a négyzetracs egységei szerint
mérjiik.

A haromszog mindegyik oldalara kifelé rajzoljunk egy olyan derékszogld haromszoget, amelyiknek
befog6i parhuzamosak a négyzetracs vonalaival. Ezeket a haromszogeket szinezziik sziirkére.
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Az a oldalra rajzolt haromszog vizszintes befogdjanak hosszat jelolje x,, fligg6leges befogdjanak hosszat
Ya; hasonloan definialjuk xy, yp, ., y. értékeket. (Ha a haromszog valamelyik oldala parhuzamos a
racsvonalakkal, akkor tekintsiik tigy, hogy a haromszog egyik befogdja és igy a haromszog teriilete is
0. Ha pl. a vizszintes, akkor x, megegyezik a hosszaval, mig y, = 0.)

A befogok hosszanak Osszege egy racsnégyzetekbdl allo sokszog keriiletét adja, amely biztosan paros
szam. (A sokszog lehet téglalap vagy hatszog.) Igy az x4 + ya, T + Y, Te + Yo Osszegek koziil vagy egy
paros és ketté paratlan, vagy mind a harom paros.

Ha a péaros 6sszegek koziil valamelyiket két paros szém ad, akkor a megfelel6 oldal felez6pontja racs-
pont, igy készen vagyunk. (Példaul ha x, és y, is paros, akkor az a oldal felez6pontja racspont.)

Ha minden péros Osszeget két paratlan szam ad, akkor ezek szorzata is paratlan. Ezzel szemben ha
két egész szam Osszege paratlan, akkor a szorzatuk paros. Tehat az z,y., Tpyp, Ty, szorzatok koziil
egy paratlan és kettd paros, vagy mind a harom paratlan. Igy az %yaﬂbzywxcyc — Dol | Dol | Tl
mennyiség egy paratlan szam fele. Ez éppen a derékszogi haromszogek teriiletének Osszege, amely
tehat ebben az esetben nem egész szam.

Mivel a négy haromszog egyesitéseként kapott sokszog egész szamu racsnégyzetbdl all, a teriilete egész.
Az eredeti haromszog teriilete is egész, tehat a derékszogld haromszogek osszteriilete is egész. Igy az
el6z6 eset nem allhat fenn. Ezzel az allitast belattuk.

A feladatokat Osszeallitotta: Hujter Bélint, Juhasz Péter, Karolyi Gergely, Nagy Kartal.
Lektoralta: Erben Péter, Steller Gabor.
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