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53. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY

Orszagos donté — 1. nap — 2024. majus 24.
NYOLCADIK OSZTALY

MEGOLDASOK

1. Amikor a kapitany annyi idGs volt, mint most a hajoja, akkor a hajo 23 éves volt. Amikor a hajo
annyi idGs lesz, mint most a kapitéany, akkor a kapitany 68 éves lesz. Hany éves most a kapitany?

Megoldas. A korabbi id6pont és a mostani kdzott ugyanannyi idg telik el, mint a mostani és a késGbbi
kozott: ez az idGtartam megegyezik a kapitdny és a hajo életkoranak kiilonbségével.

Igy ha a hajé korahoz a korabbi idépontban (23 év) hozzdadjuk ennek a kiilonbségnek a haromszorosét,
akkor megkapjuk a kapitany korat a késébbi id6pontban (68 év). Ezért ez a kiilonbség (68 —23) : 3 =
15 év.

Tehat régen a kapitany 23+ 15 = 38 éves volt (ugyanennyi most a hajo), most pedig 38415 = 53 éves.

Masodik megoldas. Jeloljiik a kapitany életkorat K-val, a hajo életkorat H-val.

Az els6 mondat alapjan, a kapitany K — H éve volt annyi id&s, mint a hajoja, tehat a hajo K — H
éve volt 23 éves. Ezt ugy irharjuk fel, hogy H — (K — H) = 23, vagyis 2H — K = 23.

A masodik mondat alapjan, a hajo K — H év milva lesz annyi id&s, mint a kapitény, igy a kapitany
K — H év milva lesz 68 éves. Ezt ugy irhatjuk fel, hogy K + (K — H) = 68, azaz 2K — H = 68.

Az els6 egyenlet atirhato ugy, hogy K = 2H — 23. A K-t behelyettesitve a mésodik egyenletbe azt
kapjuk, hogy 2(2H — 23) — H = 68, azaz 3H = 114, vagyis a hajo 38 éves.

Ezt visszahelyettesitve a K = 2H — 23 egyenletbe megkapjuk, hogy a kapitany 53 éves.

A 201108/03315. sz. projektet a Nemzeti Kulturalis Alap tamogatja.

S Nemeei NEMZETI KULTURALIS
@ TAMOGATASKEZELO



https://www.kalmarverseny.hu

TIT - Kalmar Laszlo
Matemati kaverseny
TUDOMANYOS ISMERETTERJESZTO TARSULAT
1088 Budapest, Brody Sandor u. 16.
Postacim: 1431 Budapest, Pf. 176.

E-mail: kapcsolat@kalmarverseny.hu, titkarsag@titnet.hu
Honlap: https://www.kalmarverseny.hu

Adoszam: 19002457-2-42

2. Az ABCD téglalap AB és AD oldalara kifelé megrajzoljuk az ABF és ADFE szabélyos hdromszo-
geket. Bizonyitsd be, hogy a C'EF haromszog szabélyos.

Megoldas. Készitsiink abrat. p 3 I
A D A i D
F F 3
B C B | C

A BC szakasz felezmerdélegese egyben az AD felezémerdlegese is, ezért dtmegy az F ponton. Ezért

BE = CF, hiszen ez a két szakasz egymas képe a fenti felezmerdlegesre tiikrozve.
E Masrészt vegyiik észre, hogy F' B felez6merd6legese és

az AE egyenes egybeesik.

Ezt példaul igy lathajtjuk be:

Legyen F'B felez6pontja GG. Ekkor az ABF szaba-
lyos haromszogben az AG egyszerre felezGmerdleges
és szogfelezs, ezért GAB< = 30°. Vilagos, hogy
BAD< =90° és DAE< = 60°, tehat:

A D GAE< = GAB<+ BAD<+ DAE<
30° + 90° + 60° = 180°.
I Tehat a GA és az AE szakasz egyenesszoget zar be,
igy tartoegyeneseik egybeesnek.
B J o Ebbdl az kovetkezik, hogy EF = E B, hiszen egymas

! képei az AFE egyenesre tiikrozve.
Azt kaptuk tehét, hogy EC' = EB = EF, amibdl nekiink az a fontos, hogy FC = EF.

Ugyanilyen modszerrel belathato, hogy FC' = F'D (ehhez az AB felez6merdlegesére tiikroziink), illetve
FD = FFE (ehhez az F A egyenesre — egyben DFE felez6merdlegesére — tiikroziink). Kovetkezésképpen
FC=FE.

Osszefoglalva: a CEF haromszogben EC = FE = FC, tehat valoban szabélyos.
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Masodik megoldas. Készitsiink abréat.

E E

B C B C

Vegyiik észre, hogy FBC' és CDFE haromszogek egybevigok, hiszen
BC = AD = DE, illetve FB = BA=CD;
a két megegyezs oldal altal bezart szog pedig:
CBF<14=CBA<+ ABF<1=90°+60° = ADC<a+ EFDA< = EDC<«.

Kovetkezésképpen FC' = CFE (azaz CEF egyenld szaru).

Elegendé belatnunk, hogy EC' F< = 60°, ebbdl kovetkezik, hogy F'C'E haromszog szabalyos.
Vilagos, hogy ECF< = DCB< — (DCE< + FCB<).

Az FBC és CDFE haromszogek egybevagosaga miatt DC'E<t = BFC<, azaz

DCE<«+ FCB< = BFC«+ FCB< = 30°,

hiszen BFC< és FCB< két bels§ szoge az F BC' haromszognek, melynek harmadik bels szogérsl
(CBF<) mar megéllapitottuk, hogy 150°.

Osszegezve a fentieket éppen azt kapjuk, amit szerettiink volna belatni:

ECF< = DCB< — (BFC<+ FCB<) = 90° — 30° = 60°.

A 201108/03315. sz. projektet a Nemzeti Kulturalis Alap tamogatja.
L Koo NEMZETI KULTURALIS
i @ TAMOGATASKEZELO



https://www.kalmarverseny.hu

TIT - Kalmar Laszlo
Matematikaverseny

TUDOMANYOS ISMERETTERJESZTO TARSULAT

1088 Budapest, Brody Sandor u. 16.

Postacim: 1431 Budapest, Pf. 176.

E-mail: kapcsolat@kalmarverseny.hu, titkarsag@titnet.hu
Honlap: https://www.kalmarverseny.hu

Adoszam: 19002457-2-42

3. Ossz fel egy 10 egység oldalhossziisagn négyzetet hét darab egyenls szari, derékszogii haromszogre,
amelyek teriilete novekvé sorrendben: 1, 2, 4, 9, 16, 18, 50 teriiletegység.

A teljes pontszdm eléréséhez elengendd megadni eqy olyan dbrdt, amelyrdl a felosztds egyértelmien
leolvashato. Az dabrdn jelezd azt is, hogy melyik hdromszdg terilete mekkora.

Részpontszdm jarhat olyan érdemu észrevételekért, amelyek segitik egy helyes felosztdas megtaldldsdt.

Megoldas. A helyes felosztés:

18

50

Megjegyzés.

Az 50 teriiletd haromszog az egész négyzet teriiletének felét fedi le — ez csak tgy lehet, ha a négyzet
egyik atloja megegyezik az atfogdjaval.

A 2, 18 és 50 teriiletti haromszogek befogoi egész hosszusaguak, rendre: 2, 6, 10.

Az 1, 4, 9 és 16 teriilett haromszogeknek viszont az atfogoi lesznek egész hosszusaguak,

rendre: 2, 4, 6 és 8.

Ebbdl megsejthetjiik, hogy ha egy a 10 x 10-es négyzetiinket egy négyzetracson helyezziik el, akkor a jo
felosztasban a 2, 18 és 50 teriiletti haromszogeknek a befogdi lesznek parhuzamosak a racsvonalakkal;
mig a tobbi darabnél az atfogo lesz valamelyik racsvonallal parhuzamos.
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4. Fiéna egy szabalyos pénzérmét dobal, amelynek egyik oldala fej (F), a masik pedig iras (I).
Minden dobéssorozat utan feljegyzi, hogy hany esetben volt FF, FI, IF és II két egymést kovets dobas.
Ha példéaul a dobassorozata FFIFFFIIIFFI, akkor a feljegyzésében 4 FF, 3 FI, 2 IF és 2 II szerepel.

(a) Hany kiilénbo6z6 olyan dobéssorozat lehetséges, amelynél pontosan 3 FF, 4 FI, 2 IF és 2 II
szerepel a feljegyzésében?

(b) Hany kiilonb6z6 olyan dobéassorozat lehetséges, amelynél pontosan 4 FF, 3 FI, 2 IF és 2 II
szerepel a feljegyzésében?

Kiilonb6zének hivunk két dobassorozatot, ha azokban van olyan sorszami dobéas, ami a két sorozatban
eltér.

Megoldas. (a) Els6 1épésként nézziik meg, hogy hogyan alakulhatnak a sorozatban az Fl-k és az [F-k
szama. Vegyiik észre, hogy ha a sorozatban szerepel az FI, akkor a kévetkezs FI csak akkor lehet, ha
a kett6 kozott van IF is a sorozatban, mivel az FI utdn ahhoz, hogy tjra FI legyen kell ismét egy F,
viszont az els6 I bettik utani F-nél lesz majd egy IF is.

Ez alapjan, ha vessziik a 4 FI-t, akkor barmely kett6 kozt kell lennie egy IF-nek, vagyis legalabb 3
[F-nek kéne lennie, azaz ilyen dobéssorozat nem létezik.

(b) A sorozatban 3 FI van. Az el6z6 részbdl kiindulva kell lennie egy IF-nek az els6 és masodik FI,
valamint a masodik és a harmadik FI kozt is.

Ezenkiviil a sorozatban még FF és II sorozatok vannak, tehat a sorozat az alabbi médon fog kinézni:
F...FTl...I[F...Fl...I[F...F1I...I ahol az azonos betiikbdl allo6 blokkok hossza legalabb 1.
A A A e e

adb  bdb cdb ddb edb  fdb
Ha van egy k hosszu F-ekbdl allo blokk, akkor abban k& — 1 darab FF péar van. Tehat ahhoz, hogy a

harom blokkban Gsszesen 4 FF legyen, az kell, hogy a4 c+e = 7 legyen. Erre a kovetkez§ lehet&ségek
vannak: 5+1+1 (3 lehetség), 4+2+1 (6 lehetdség), 3+3+1 (3 lehetdség), 3+2+2 (3 lehetdség), ami
Osszesen 15 lehetdség.

Hasonl6 moédon, ahhoz, hogy két II legyen, a b+ d + f = 5-nek kell lennie. Erre az alabbi lehetGségek
vannak: 3+1+1 (3 lehetdség), 24+-2+1 (3 lehetSség), ami Osszesen 6 lehetdség.

Mivel az F- és I-blokkok méretei egymastol fiiggetlenek, igy a felbontasok minden péarositasa egy-egy
jo megoldast fog adni, igy Osszesen 15 - 6 = 90 lehetdség van.

Masodik megoldas. (a) Az FI blokkokban szereplé 4 db F dobason kiviil kell lennie még 3 F-nek,
amivel az FF blokkok kezd6dnek. Az FI blokkokban szereplé 4 db I dobason kiviil pedig lennie kell
még 2 I-nek, amivel az IT blokkok végz&dnek. Ez 6sszesen 13 dobés (7 F és 6 1) lenne, igy Gsszesen 12
blokk szerepelne a feljegyzésben, de csak 3 + 4 4+ 2 + 2 = 11 szerepel. Tehat ilyen dobéassorozat nem
letezik.

(b) Most is 11 blokk van a feljegyzésben, igy a sorozat 12 dobasbol all.
Az FI blokkokban szereplé 3 db F dobason kiviil kell lennie még 4 F-nek, amivel az FF blokkok
kezdédnek. Az FI blokkokban szereplé 3 db I dobason kiviil pedig lennie kell még 2 I-nek, amivel az II
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blokkok végzédnek. Ez 7 db F és 5 db I, igy minden dobast megkaptunk, ezért a sorozat F-fel kezd6dik
és I-vel végzddik.

A 7 db F koziil az utolsot biztosan, és még két korabbit I kovet. Ezeket % = 15-féleképp valaszthatjuk
ki. Az 5 db I koziil az els6, és még két tovabbi el6tt F van. Ezeket % = 6-féleképp vélaszthatjuk ki.
Ezzel egyértelmiien megadtunk egy dobassorozatot, hiszen tudjuk, hogy hanyadik F utan jonnek I-k,
és hanyadik I kezd egy tijabb I-s blokkot. A dobéassorozatok szama tehat 15 -6 = 90.
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5. Egy katonai ezred 999 katonaja korben allva a kor kozepe felé néz, az ezredes pedig a kor belsejében
sétal korbe, végig az 6ramutatd jarasaval megegyezd irdanyban haladva. Elgszor megall egy katonanél,
akinek azt mondja: ,Hatra arc!”, mire ez a katona megfordul. Az ezredes ezutan elsétal egy katona
mellett, majd a kovetkezének djra ,Héatra arc!”-ot vezényel, aki szintén megfordul. Ezutan két katonéat
hagy ki, és a kovetkezének mondja a vezényszot, majd harmat hagy ki, és igy tovabb, mindig eggyel
tobbet. Igy folytatja egész addig, mig 998 katona mellett sétal el, majd utoljara, a 999. alkalommal is
,Hatra arc!”-ot parancsol a kovetkezd katonénak.

Hany katona néz kifelé a korbdl az utolso ,Hatra arc!” elhangzésa utéan?

Megoldas. Szamozzuk meg a korben 1év6 embereket 1-t61 999-ig, az 1-es legyen az, akinek elGszor
parancsol az ezredes. Ekkor a harmadiknak parancsol mésodjara, a hatodiknak harmadjara stb.
Vagyisaz 1 +2+4...+n = @ Osszeg 999-es maradékanak megfelel§ sorszami katona kapja az n.
parancsot a megfordulasra. (Kivéve ha az Gsszeg oszthatd 999-cel, mert akkor a 999-es.)
Vegyiik észre, hogy

nn+1) k(k+1) n*+n—k—-k Wm-knh+k+1)

2 2 2 - 2

Ha n + k = 998, akkor n — k is paros, vagyis "=% egész. Emiatt azonban

oszthato
999-cel, hiszen ilyenkor ”T_k egész, n+k+ 1 pedig 599. Vagyis az n-edik és k-adik parancs ugyanannak
a katonanak szol, hiszen ekkor a két 0sszeg 999-es maradéka megegyezik.
Tehat az 1. és 997., a 2. és 996. stb., és a 498. és 500. parancs ugyanannak a katonanak szol, vagyis
ezek a parancsok egyiittesen nem forditanak kifelé katonat.
Marad a 499., 998. és 999. parancs. A 998. és a 999. parancs is ugyanannak a katonanak szol, hiszen
a végén egy teljes kort tesz meg az ezredes, miel6tt kiadja a 999. parancsot.

Tehat csak az az egy katona néz kifelé, akinek a 499. parancsot adta az ezredes.

n(n+l)  k(k+1)
2 2

A feladatokat Osszeallitotta: Hujter Bélint, Juhasz Péter, Karolyi Gergely, Nagy Kartal.
Lektoralta: Erben Péter, Steller Gabor.
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