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53. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY

Varmegyei fordulé — 2024. marcius 22.

HETEDIK OSZTALY

MEGOLDASOK

1. Quadrata hercegnd készitett egy biivos négyzetet (azaz egy olyan, kiilénbo6z8 szamokkal kitoltott
3 x 3-as tablazatot, amelyben ugyanannyit kapunk eredményiil, akdrmelyik sorban, oszlopban vagy
atloban adjuk Gssze a benne szerepls harom szamot).

Az elkésziilt biivis négyzetben két szamot felcserélt, igy kapta az 17111 |23
abran lathato tablazatot.

Meg lehet-e egyértelmtien allapitani, hogy melyik két szamot cse- 201148
rélte fel Quadrata hercegng? 51261 2

Megoldas. Egyértelmiien meg lehet allapitani, melyik két szamot cserélte ki Quadrata.
Szamitsuk ki a modositott tablazatban a sorok és oszlopok Gsszegét (az atlokra nem lesz sziikségiink).

17]111(23 |51
20114 | 8 |42
5126 2 |33
42 51 33

Amikor Quadrata megcserélte a szamokat, akkor a csere altal érintett egyik mezdbe az eddiginél
nagyobb szam kertiilt, tehat ennek a mezének a sordban és oszlopaban is megnétt az Gsszeg. A csere
altal érintett masik mezGbe egy az eddiginél kisebb szam kertilt, tehat ennek a mezének a soraban és
oszlopaban is csokkent az Osszeg. A harmadik sor és oszlop Gsszege véltozatlan maradt.

Tehat a csere altal megnovelt értékd mezének a modosult tablazat legnagyobb Gsszegii sordban és
oszlopaban kell lennie, ez a fels6 kozépsé mezs, amelyen a csere utéan a 11 all. Hasonloképpen, a csere
altal lecsokkent értékid mezének a modosult tablazat legkisebb Gsszegii soraban és oszlopaban kell
lennie, ez a jobb als6 mezs6, amelyen a csere utan a 2 all.

Tehat egyértelmiien megallapithato, hogy a 2 és a 11 cseréjével jott létre a feladatban
megadott tablazat.
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Megjegyzés az 1. feladat megoldasahoz. 171 2 12342
A 2 és 11 szamokat visszacserélve valoban biivos négyzetet kapunk, hiszen
igy mind a nyolc vizsgalt osszeg 42. 20| 14| 8 |42
Ennek ellendrzése nélkiil is teljes egy megoldés, hiszen a feladat szévege 51926111 |42
implikalja, hogy létezett egy biivis négyzet, tehéat legalabb egy miikods
cserének kell lennie. 42 42 42 42 42

2. Bergengocia jatékgyaraban csak olyan, 1-t6l 6-ig szamozott dobokockit gyartanak, melyeken a
szamok elrendezése megegyezik a képen lathatoval (itt ugyanazt a kockat két iranybol latjuk). Abban
viszont kiillonbozhetnek, hogy a szdmokat milyen szinnel festik ra a kockara. Minden szdm vagy zold,
vagy kék, vagy sarga, viszont két szomszédos lapra irt szam nem lehet azonos szinti. Hanyféle kiilonb6z§

dobodkockat készithetnek ebben a gyarban?

Megoldas. Szamoljuk 6ssze, hany olyan dobokocka létezik, amelyen az |1 |szam zolddel lett megfestve.
Nyilvanvaléan ugyanennyi olyan lesz, amelyen az | 1| kék, illetve szintén ennyi, ahol sarga.

Ha az [ 1] z61d, akkor a[2],[3], [4] [5] nem lehetnek zoldek. Lehet a 2] kek, de ekkor mér biztos, hogy
a és sarga, emiatt az kék, viszont igy a @—os mar csak zold lehet. Ha viszont a sarga,

akkor hasonl6an megallapithato, hogy a |3|és |4 | kék, az | 5| sarga, a @ pedig zold.

Mivel mas nem lehetséges, csak két olyan kocka van, ahol |1 |zo6ld,
tehét Osszesen 3 - 2 = 6 -féle kiilonb6z6 dobokockat gyartanak.

2. megoldas A kocka két oldala csak akkor nem szomszédos, ha atellenes. Tehat két szam csak akkor
lehet azonos szintd, ha &atellenes oldalon allnak. Tehat barmely szinre igaz, hogy legfeljebb két olyan
szind szam lehet a kockan. Igy hat oldalt csak gy tudunk kiszinezni harom szinnel, ha a szemkozti
parok mindig azonos szintek.

A dobokocka szamai feloszthatok harom atellenes parra: és @; és ; és .

Ha a kiilénb6z6 péarok kiilonb6zé szintiek, akkor a kocka teljesiti a feltételeket.

Mar csak az a kérdés, hogy hanyféleképpen oszthatjuk ki a szineket a harom atellenes oldalpéar kozott.
Tehat 3 -2 -1 = 6-féle kiilonb6z6 kockat gyartanak.
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3. Az els6 napon délben felirtuk egy tablara: 1,2. Ezutan minden délben a kovetkezst csinaljuk:
letoroljiik a két tablan levs szamot, és helyettiik felirjuk a kiilonbségiiket (a nagyobbdl vonjuk ki a
kisebbet) és az Osszegiiket. Igy példaul a masodik estén ez &ll a tablan: 1,3; a harmadik estén 2,4 és
igy tovabb.

Szerepelhet-e a tablan valaha O-ra végz6ds szam?

Megoldas. Irjuk fel az els6 néhany szampéart:
1,2 1,3]2,4(26|4,8] 4,128,168 24| 16,32 || 16,46 || 32,64 | ...

A (2,4) és (32, 64) parban a kisebbik szamok utols6 szamjegye is megegyezik, és a nagyobbik szamok
utolso szamjegye is.

Az utols6 szamjegyek azonban meghatarozzak a kovetkezs kiilonbség és Gsszeg utolsd szamjegyeit
is, vagyis innentdl kezdve ugyanazok az utolsé szamjegyek fognak kdévetkezni, amiket eddig kaptunk.
(Példaul a kovetkezd szampar a (32, 96), amiknek ugyanazok az utolso szamjegyei mint a (2,6) szam-
parnak.)

Mivel eddig nem fordult el 0 az egyesek helyiértékén, igy soha nem is fog eléfordulni.

Megjegyzés az els6 megoldashoz. Az utolsd szamjegyet vizsgald6 megoldasoknal fontos, hogy oda-
figyeljlink a két szam sorrendjére — csak ezzel egylitt hatarozzak meg egyértelmtien a koévetkezd par
utolso jegyeit. Ugyanis példaul a (2,6) par utan a (4,8) kovetkezik, mig a (16,32) par utdn — ahol
szintén 2 és 6 az utolso szamjegy — a (16,46) par jon.

2. megoldas. Az els6 néhany napon a tablara keriils szamokat vizsgalva észrevehets, hogy
e minden mésodik este két szomszédos kettGhatvany;
e a koztes napokon este pedig egy kettShatvany és ennek haromszorosa szerepel a tablan.

Egyrészt, ez az els6 néhany este lathatoan teljesiil (paratlanodik napokon lesz két kettShatvéany).
Maésrészt, ha egy este teljesiil a szabaly, akkor ez 6rokl6dik a kovetkez§ estére is, hiszen:

e Ha egy paratlanadik este a tablan allo két szomszédos kett6hatvany x és 2x, akkor ezek kiilénb-
sége 2x — & = x, Osszegik pedig = + 2z = 3z. Tehat masnap (péarosadik napon) este is teljesiilni
fog a szabély.

e Ha egy parosadik este a tablan all6 kettGhatvany z, akkor haromszorosa 3z. Ezek kiilonbsége
3r —x = 2x is kettShatvany, Osszegiik pedig x + 3x = 4z, az el6bbi kettShatviny kétszerese.
Tehat masnap (parosadik napon) este is teljesiilni fog a szabély.

A O-ra végz6ds szamok biztosan oszthatok 10-zel, de a kettGhatvanyok és ezek haromszorosai nem
oszthatok 10-zel (mivel nincs benniik 5-6s primtényezs).
Ezért soha nem fog 0-ra végz&ds szam szerepelni a tablan.
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4. Piroska és Bertalan azon gondolkodik, hogy az

1 2 3 2023
2024720247 2024° 7 2024

tortek kozt hany olyan van, amely nem egyszertsithets. Piroska szerint paros sok, Bertalan szerint
paratlan sok ilyen tort van. Melyikiiknek van igaza?

_n_

Megoldas. Legyen n pozitiv egész, amelyre 1 < n < 1011. Ekkor tekintsiik a t; = 5557 ésaty =
torteket. Ha ¢, egyszertsithets, akkor az azt jelenti, hogy van olyan d; > 1 egész, amely koz0s osztoja
n-nek és 2024-nek. Ekkor azonban ez a d; osztja (2024 —n)-et is, hiszen a kisebbitendét és a kivonandot
is osztja. Ebbdl kdvetkezik, hogy to egyszertisithets dy-gyel.

Ez forditva is igaz, ha ty egyszertisithets, akkor (2024 — n)-nek és 2024-nek van egy do > 1 kozos

osztoja. Ez a dy akkor osztoja a két szam kiilonbségének is, azaz 2024 — (2024 — n) = n-nek is.

Tehat a szamok parokba allithatok gy, hogy barmely szam pérja ugyanugy viselkedik egyszertisités
1012

szempontjabol, mint a szam maga. Egyediil a 55;7-nek lesz a parja 6nmaga, de ez a szam egyszertsit-

hets. Vagyis Piroskdnak van igaza, a nem egyszertisitheté tortek szama péaros.

2. megoldas. Az egyszertisithets tortek pontos szama is meghatarozhato a logikai szita moédszerével.
Azok a tortek egyszertisitheték, amelyek szamlalojanak van 1-nél nagyobb kozos osztéja a 2024-gyel
(szamlalojuk nem relativ prim 2024-hez). 2024 pimtényezss felbontasa 23 - 1123, igy az 1,2,...,2023
szamok kozott

e [2023/2] = 1011 db 2-vel oszthato (paros)’;
e [2023/11] = 183 db 11-gyel oszthato;

e [2023/23] = 87 db 23-gyel oszthato.

Az ilyen szamlaloju tortek lesznek egyszertisitheték, de ez még nem jelenti azt, hogy 1011 + 183 + 87
egyszertiisithetd tort, mivel tobbszor szdmoltuk azokat, amelyek

e 2-vel és 11-gyel is, azaz 22-vel oszthatok, ilyenbsl [2023/22] = 91 db van;
e 2-vel és 23-mal is, azaz 46-tal oszthatok, ilyenbdl [2023/46] = 43 db van;

e 11-gyel és 23-mal, azaz 253-tal oszthatok, ilyenbdl [2023/253] = 7 db van.

De az (10114 183 +87) — (91 4+ 43+ 7) = 1140 sem adja meg az egyszertsithets tortek szamat, hiszen
azokat a szdmokat, amelyek 2-vel, 11-gyel és 23-mal is — ezek éppen a 2 - 11 - 23 = 506-tal oszthato
szamok, igy [2023/506] = 3 db van beldliik —, azokat 3-szor megszamoltuk, majd 3-szor levontuk. Igy
ezeket még egyszer hozza kell szamolnunk a végén, tehat Gsszesen

(1011 + 183 4+ 87) — (91 4+ 43 + 7) + 3 = 1143 egyszertisithets van a tortek kozott.

Igy a nem egyszertisithetd tortek szama 2023 — 1143 = 880, tehat paros, azaz Piroskanak van igaza.

LAz [x] jeldléssel a szadmok egészrészét — egészre, lefele kerekitett értékét — jeloljiik.
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5. Az alabbi abrakon két egybevagd szabalyos hatszoget latsz, melyekben valamely atlok és olda-
lak mentén bizonyos részeket sziirkére szineztiink. Melyik hatszogben szineztiink nagyobb teriiletet

szurkére?

Megoldas. Az A, dbran két kis haromszoget sargara szineztem.
A B; abran a masik két f6atlo behiizasa utan szineztem sargara két haromszoget.

@ é%

A négy sargara szinezett haromszog koziil barmely ketts egybevago. Igy az A, abran a sargara és a
sziirkére szinezett rész teriilete pontosan a hatszog fele, mig a B; abran kevesebb, mint a fele lett.

Az egyenl§ teriiletd sarga részek levonasa utédn azt kapjuk, hogy az A hatszogben szineztiink
nagyobb teriiletrészt sziirkére.
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2. megoldas A konnyebb atlathatosag kedvéért forgassuk el a két hatszoget tugy, hogy a behuzott
featlo vizszintes legyen, és a sziirke teriilet a f6atlo felett helyezkedjen el.

AQ B2

Kozismert, hogy egy szabalyos hatszog f6atloja kétszer olyan hossza, mint az oldala. Ezért a By abrara
pirossal berajzolt téglalap teriilete éppen kétszerese az Ay abrara berajzolt téglalapnak, hiszen el6bbi
szélessége éppen kétszer akkora, mig a magassaguk megegyezik.

A Bj abran a piros hatszog teriiletének kevesebb, mint a fele van sziirkére szinezve.
Ennek belatashoz, szinezziink pirosra még két haromszoget a Bj, abran lathaté modon.

=

By

A kék szaggatott vonalak négy olyan téglalapra vagjék szét a piros téglalapot, melyek mindegyikére
igaz, hogy a teriiletének pont a fele van beszinezve.
Kovetkezésképpen, az A abran szineztiink nagyobb teriiletet sziirkére.
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Megjegyzések a megoldashoz.

Az A abran a hatszog teriiletének pontosan 1/3 része sziirke.

Ez tobbféleképpen belathatd. Példaul, ha az A3 abran lathaté modon
behiizzuk az Osszes fGatlot és még egy szemkozti oldalpar felezGmerd-
legesét, akkor 12 egybevagd haromszogre bontjuk a hatszoget, melyek
kozil 4 sziirke. A,

A B é&bran a hatszog teriiletének 5/18 része sziirke.

Ez is tobbféleképpen indokolhatd, egy példat mutatunk. A kordbban mar vizsgalt By abran szinezziik
kékre a hatszog jobb oldali felébsl még hidnyzo két kis haromszoget, igy kapjuk a B abrat, amelyen
Osszesen a hatszog teriiletének fele van kiszinezve.

Bg B4

A B4 abran pirossal keretezett szabalyos haromszog teriilete a hatszognek 1/6-a, ennek a két kék
haromszog egytitt 1/3-a— ez példaul abbol kovetkezik, hogy a harmadik szimmetriatengelyét is behizva

6 egybevago darabra vagjuk szét a pirossal keretezett hdromszoget, melyek koziil 2 kék.

Igy a két kék haromszog egyiitt a hatszog teriiletének % . % = % része.

A két sarga egylitt 1/6 rész (hiszen egymés mellé téve a pirossal keretezett haromszoggel egybevago
haromszoget alkotnak).

Igy a B abran sziirkére szinezett rész teriilete a hatszognek:
1 1 )

- — - — — = — része.
2 6 18 18

A feladatokat Osszeallitotta: Hujter Bélint, Juhasz Péter, Karolyi Gergely, Nagy Kartal.
Lektoralta: Erben Péter, Steller Gabor.
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