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53. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY

Varmegyei fordulé — 2024. marcius 22.

NYOLCADIK OSZTALY

MEGOLDASOK

1. Néhany testvér (akik kozt nincsenek ikrek) elment almét szedni, mindegyikiik a sajat kosaraba sze-
dett almat. A legidGsebb éppen kétszer annyi almat szedett, mint ahanyat a legfiatalabb. Hazafelé iton
mindegyikiik (a legfiatalabbat leszamitva) adott egy-egy almat az Gsszes néla fiatalabb testvérének.
Igy, mire hazaértek, minden testvér kosaraban ugyanannyi alma volt. Hanyan lehettek a testvérek, ha
a masodik legidGsebb 26 alméat szedett?

Megoldas. Legyen a testvérek szama N. Ez azt jelenti, hogy a legidGsebbnek N — 1-gyel kevesebb
alma volt a kosaraban mire hazaért, a legfiatalabbnak pedig N — 1-gyel tébb. Mivel ez a két szam
megegyezik, ezért ez azt jelenti, hogy a legid&sebb testvér 2N — 2 almaval szedett tobbet, mint a
legfiatalabb.

Ez a kiilonbség azonban épp a legfiatalabb altal szedett almak szama, hiszen a legidGsebb kétszer
annyit szedett, mint a legfiatalabb. Vagyis a legfiatalabb 2N — 2 darab almat szedett.

A legidésebb ennek kétszeresét, vagyis 4N — 4-et.

A maésodik legidésebb kettdvel szedett kevesebbet, mint a legidGsebb, hiszen miutan mindketten adtak
a naluk fiatalabb testvéreiknek, a legid&sebb adott neki egyet, igy lett nekik egyenls szama almajuk.
Vagyis a masodik legidgsebb 4N — 6 almat szedett.

Ha 4N — 6 = 26, akkor 4N = 32, vagyis N = 8. Tehat 8 testvér ment el almat szedni.

Ezek alapjan a 8 testvér kor szerint névekvs sorrendben 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28 almat szedett. Mire
hazaértek mindenkinek a kosaraban 21 alma volt.
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2. Az els6 napon délben felirtuk egy tablara: 1,2. Ezutan minden délben a kovetkezst csinaljuk:
letoroljiik a két tablan levs szamot, és helyettiik felirjuk a kiilonbségiiket (a nagyobbdl vonjuk ki a
kisebbet) és az Osszegiiket. Igy példaul a masodik estén ez &ll a tablan: 1,3; a harmadik estén 2,4 és
igy tovabb.

Szerepelhet-e a tablan valaha O-ra végz6ds szam?

Megoldas. Irjuk fel az els6 néhany szampéart:
1,2 1,3]2,4(26|4,8] 4,128,168 24| 16,32 || 16,46 || 32,64 | ...

A (2,4) és (32, 64) parban a kisebbik szamok utols6 szamjegye is megegyezik, és a nagyobbik szamok
utolso szamjegye is.

Az utols6 szamjegyek azonban meghatarozzak a kovetkezs kiilonbség és Gsszeg utolsd szamjegyeit
is, vagyis innentdl kezdve ugyanazok az utolsé szamjegyek fognak kdévetkezni, amiket eddig kaptunk.
(Példaul a kovetkezd szampar a (32, 96), amiknek ugyanazok az utolso szamjegyei mint a (2,6) szam-
parnak.)

Mivel eddig nem fordult el 0 az egyesek helyiértékén, igy soha nem is fog eléfordulni.

Megjegyzés az els6 megoldashoz. Az utolsd szamjegyet vizsgald6 megoldasoknal fontos, hogy oda-
figyeljlink a két szam sorrendjére — csak ezzel egylitt hatarozzak meg egyértelmtien a koévetkezd par
utolso jegyeit. Ugyanis példaul a (2,6) par utan a (4,8) kovetkezik, mig a (16,32) par utdn — ahol
szintén 2 és 6 az utolso szamjegy — a (16,46) par jon.

2. megoldas. Az els6 néhany napon a tablara keriils szamokat vizsgalva észrevehets, hogy
e minden mésodik este két szomszédos kettGhatvany;
e a koztes napokon este pedig egy kettShatvany és ennek haromszorosa szerepel a tablan.

Egyrészt, ez az els6 néhany este lathatoan teljesiil (paratlanodik napokon lesz két kettShatvéany).
Maésrészt, ha egy este teljesiil a szabaly, akkor ez 6rokl6dik a kovetkez§ estére is, hiszen:

e Ha egy paratlanadik este a tablan allo két szomszédos kett6hatvany x és 2x, akkor ezek kiilénb-
sége 2x — & = x, Osszegik pedig = + 2z = 3z. Tehat masnap (péarosadik napon) este is teljesiilni
fog a szabély.

e Ha egy parosadik este a tablan all6 kettGhatvany z, akkor haromszorosa 3z. Ezek kiilonbsége
3r —x = 2x is kettShatvany, Osszegiik pedig x + 3x = 4z, az el6bbi kettShatviny kétszerese.
Tehat masnap (parosadik napon) este is teljesiilni fog a szabély.

A O-ra végz6ds szamok biztosan oszthatok 10-zel, de a kettGhatvanyok és ezek haromszorosai nem
oszthatok 10-zel (mivel nincs benniik 5-6s primtényezs).
Ezért soha nem fog 0-ra végz&ds szam szerepelni a tablan.
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3. Luca egy papirra névekvd sorrendben felirta azokat a haromjegyii szamokat, melyeknek szamjegyei
kiilonboz6ek és csokkens sorrendben allnak. Majd a papir hatoldalara az ugyanilyen tulajdonsagu
négyjegyi szamokat sorolta fel, szintén névekvs sorrendben.

(a) Melyik szam szerepel a haromjegytiek kozott a hetedik helyen?

(b) Hanyadik helyen szerepel a négyjegytiek kozott a 86427

Megoldas. (a) A haromjegyii szamok koziil az els6 hét névekvs sorrendben a kovetkezd:
210, 310, 320, 321, 410, 420, 421.
Tehat a hetedik szam Luca lapjanak elsé oldalan a 421.

(b) Vegyiik észre, hogy ha adott négy kiilonb6zs szamjegy, akkor ez meghatéroz pontosan egy szamot,
mégpedig azt, amelyben az adott jegyek csokkend sorrendben kovetik egymast.

Nézziik meg el6szor, hogy hany olyan szam van a lapon, amely kisebb, mint 8000. Ebben csak a
0,1,2,...,7 szamjegyeket lehet felhasznalni. Tehat annyi ilyen szam van a lapon, ahanyféleképpen a
8 szamjegybdl kivalaszthatunk 4-et. Ezek szdma:

8 8-7-6-5
(4) “132a
Nézziik meg, hogy hény olyan /N szam van a lapon, amelyre igaz, hogy 8000 < N < 8600. Ezeknek az

elsd szamjegye biztosan 8-as, a maradék 3 helyre pedig a 0,1, 2, ..., 5 szamjegyek koziil valaszthatunk.
Tehat hat szamjegy koziil kell valasztanunk 3-at, vagyis az ilyen szdmok szédma:

6 6-5-4
= = 20.
(3) 3-2-1
Most nézziik meg, hogy hany olyan N szam van a lapon, amelyre igaz, hogy 8600 < N < 8640.

Ezeknek az els6 két szamjegye biztosan 8-as és 6, a maradék 2 helyre pedig a 0,1,2,3 szamjegyek
koziil valaszthatunk. Tehat négy szamjegy koziil kell valasztanunk 2-t, vagyis az ilyen szamok szama:

4 4.3
<2)—ﬁ—6-

Végiil nézziik meg, hogy hany olyan szam van a listan, amely legalabb 8460, de kisebb, mint 8642.
Ezek a 8640 és a 8641.

Osszegezve: Luca lapjanak hatoldalan 70 4+ 20 + 6 + 2 = 98 olyan szam &ll, amely kisebb, mint 8642.
Tehat a keresett szam a 99. helyen szerepel a lap hatoldalan.
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4. Az alabbi abrakon két egybevagd szabalyos nyolcszoget latsz, melyekben valamely atlok és olda-
lak mentén bizonyos részeket sziirkére szineztiink. Melyik nyolcszéghen szineztiink nagyobb teriiletet
sziirkére?

A B

Megoldas. Az A dbran a nyolc haromszog koziil négy sziirke, tehat a tertilet fele lett sziirkére szinezve.
Ezt belathatjuk példaul gy, hogy a négy f6atloja nyolc egybevagd, azaz egyenld teriiletd haromszogre
(,pizza-szeletre”) vagjuk a nyoleszoget. A nyolc haromszog koziil négy, azaz valoban teriilet fele sziirke

A B

Az B abran rajzoljuk meg a kozépsé sziirke négyzet két atlojat. Igy a kozépsé négyzetet négy egy-
bevagd, egyenldszara derékszogi haromszogre bontottuk. Ezek egybevagdak a nyoleszog keriileténél
keletkez sziirke haromszogekkel, hiszen az atfogojuk egyenls a nyoleszog oldaléval.

Tehat a sziirke Osszteriilet egy ilyen sziirke haromszog teriiletének 8-szorosa. Két ilyen sziirke ha-
romszog az atfogojanal egy olyan négyzetet alkot, amelynek oldala z, atloja y (ahol y a nyoleszog
oldalhossztisaga). A sziirke részek osszteriilete igy 4a2.

A fehéren maradé teriilet négy darab olyan téglalapbol all, amelyek oldalai = és y, tehat a sziirke
Osszteriilet: 4xy.

Vilagos, hogy = < y , és igy 42% < 4xy, azaz a B abran a sziirke teriilet kevesebb, mint fehér. Tehét a
B abran nyolcszog teriiletének kevesebb, mint a fele sziirke.

Azt kaptuk, hogy az A abran szineztiink nagyobb teriiletet sziirkére.

Megjegyzések a megoldashoz.
Konnyen kiszamithato, hogy y = v/2z, de az arany pontos értékére nincs sziikségiink a megoldashoz.

Ha a nyolcszog oldalat (a fenti megoldasban y-t) véalasztjuk 1 egységnek, akkor a B ébran a fehéren
maradé téglalapok teriilete egyenként v/2/2, a sziirke egyenlszart derékszogt haromszogek teriilete

egyenként 1/4. Igy a sziirke teriilet aranya a B abran 2f++2 = ﬁ =2 —-1~0414.
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5. Bergengocia jatékgyaraban csupa azonos méreti kiskockat gyartanak. A kiskockdk mindegyik lapjat
pirosra vagy kékre festik, majd szétvalogatva ladakba pakoljak Sket. Az A jelii ladaban 1évé kiskockak
3 lapja piros és 3 lapja kék, a B jeld ladaban 1évGknek 4 lapja piros és 2 lapja kék, a C' jeld ladaban
lévSknek 2 lapja piros és 4 lapja kék.

Erng és Fanni egy-egy olyan 2x2x2-es nagy kockat szeretnének épiteni, amelynek semelyik lapjan
sincs kétféle szin.

1. Erné kivett 8 kiskockat az A jeld ladabol. Igaz-e, hogy ezekbdl biztosan meg lehet épiteni egy
fenti tulajdonsagt nagy kockat?

2. Fanni kivett Osszesen 8 kiskockat a B és C' jeli ladakbol. Igaz-e, hogy ezekbdl biztosan meg
lehet épiteni a fenti tulajdonsagt nagy kockat?

Megoldas. (a) Ha egy kiskockanak 3 piros és 3 kék lapja van, akkor van olyan csticsa, amelyben 1
piros és 2 kék lap taldlkozik. Hiszen biztosan kell, hogy legyen két kék lap, amelyek élszomszédosak,
nevezziik ezeket X és Y lapnak. Két olyan lap van, amely X-szel és Y-nal is szomszédos, ezek koziil
legalabb az egyik piros (hiszen ha mindkettd kék lenne, akkor mar négy kék lapja lenne a kockanak).

Mindegyik kiskockan keressiink tehat egy olyan csiicsot, amelyben két kék és egy piros lap talalkozik,
és ezt a csucsot szinezziik zoldre. A kiskockakat ugy forgatva épitsiik 0ssze, hogy mindig a z6ld cstcsok
essenek a 2 x 2 x 2-es kocka cstcsaiba, és a zold csticsban talalkozo oldalak koziil a vizszintesen allo
lap piros legyen, mig a két fiiggslegesen allo lap kék. Igy a kapott nagy kocka két vizszintes (also és
felss) lapja teljesen piros lesz, mig a négy fiiggsleges lapja teljesen kék.

Tehat biztosan meg lehet épiteni a fenti tulajdonsagi nagy kockat.

Megjegyzés az (a) részhez. Egy alternativ konstrukcio vazlata: ha egy kiskockanak harom 3 piros
és 3 kék lapja van, akkor van olyan csicsa, amelyben 2 piros és 1 kék lap talalkozik. Négy kiskockan
keressiink egy ilyen csticsot, és szinezziik narancsargara. A tobbi kiskockan pedig egy-egy zo6ld csiicsot
rajzoljunk meg (ahol 2 kék és 1 piros lap talalkozik). Ekkor az abrakon lathaté modon 6ssze lehet
épiteni beldliik egy olyan nagy kockat, amelynek 3 lapja teljesen kék és 3 lapja teljesen piros.
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(b) Egy kiskocka két atellenes lapja koziil pontosan egy lathaté az Gsszeépitett 2 x 2 X 2-es kocka
feliiletén.

Ha egy kiskockéan 4 piros és 2 kék lap van ugy, hogy a 2 kék lap atellenes (nevezziik az ilyet Py tipusiu
kockéanak), akkor ez biztosan 2 piros és 1 kék kisnégyzettel jarul hozza a nagy kocka feliiletéhez.
Hasonloképpen, ha egy kiskockan 4 kék és 2 piros lap van ugy, hogy a 2 piros lap atellenes (az ilyet
nevezzilk Ky tipusu kockénak), akkor ez biztosan 2 kék és 1 piros kisnégyzettel jarul hozza a nagy
kocka feliiletéhez.

Ezért ha Fanni 5 darab P, tipusia kiskockat vett ki a B jeld ladabol és 3 darab K tipusu kiskockét
a C jeld ladabol, akkor Gsszesen 5 -2+ 3 -1 = 13 piros kisnégyzet és 5- 1+ 3 -2 = 11 kék kisnégyzet
fogja alkotni a nagy kocka feliiletét. Igy semmiképp nem lehet egyszini a nagy kocka mindegyik lapja,
hiszen a piros kisnégyzetek szamanak 4-gyel oszthatonak kellene lennie a feliileten, mivel a nagy kocka
mindegyik lapja 4 darab kisnégyzetbdl all Gssze.

Tehat nem biztos, hogy meg lehet épiteni a fenti tulajdonsiagi nagy kockat.

A feladatokat Osszeallitotta: Hujter Bélint, Juhasz Péter, Karolyi Gergely, Nagy Kartal.
Lektoralta: Erben Péter, Steller Gabor.
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