54. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY

Varmegyei fordulé — 2025. marcius 21.

HETEDIK OSZTALY

MEGOLDASOK

1. Samu latott egy LEGO-t a boltban, ami nagyon tetszett neki. Elmesélte az anyukajanak ezt, aki az
ara irant érdeklédott. Samu azt mondta neki, hogy ez a legkisebb pozitiv egész szam, amely oszthato

12-vel, de nem oszthato 8-cal, viszont a szamjegyeinek szorzata 8.
Mennyibe keriil a LEGO?

Megoldas. A szamjegyek szorzata csak ugy lehet 8, ha az 1-es szamjegyeken kiviil van vagy egy 8-as
vagy egy 2-es és egy 4-es, vagy pedig harom darab 2-es.

Ha csak egy 8-as van, akkor a szdm nem lehet oszthato 12-vel, mivel a 8-asnak az egyesek helyére kell
kertilnie, el6tte pedig 1-esek lesznek, de 18-ra végz6ds szam nem lehet oszthatod 4-gyel, és igy 12-vel
sem.

Nézziik azt az esetet, hogy egy 2-es, egy 4-es és valahany 1-es szémjegy van a szdmban.

Ha nincs a szdmban 1-es, akkor 24 vagy 42 lehet, de egyik sem felel meg a feltételeknek.

Mivel a szam oszthato 12-vel, igy 3-mal is, ezért a szamjegyek Osszegének oszthatonak kell lennie
3-mal.

Ha egy vagy két darab 1-es van, akkor a szdmjegyek 0sszege nem oszthato 3-mal, ezért legaldbb hdrom
1-es szamjegy van a szamban.

Ekkor a lehetd legkisebb szam a 11124 és ez meg is felel a feladat feltételeinek.

Ha pedig harom darab 2-es szdmjegy van benne az egyesek mellett, akkor a harommal val6é oszthatosag
miatt lehetne a 222, de ez nem oszthat6 4-gyel, ezutan a kovetkezs lehetséges szam mar hatjegyt lenne,
igy biztosan nagyobb az el6bbi megoldasnal.

Igy a LEGO ara 11124.
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2. Hany olyan 8-jegyd paratlan pozitiv egész szam van, amelyben barmely két szomszédos szamjegy
kiillonbsége 47 (A kiilonbség gy értendd, hogy a nagyobb szamjegybdl vonjuk ki a kisebbet.)

Megoldas. Mivel a szam utols6é jegye paratlan, a négyes kiilonbségek miatt az Osszes szamjegye
paratlan lesz.

Ha szerepel a szamban 3-as szamjegy, akkor annak a szomszédai csak 7-esek lehetnek. Ugyanez for-
ditva is igaz: ha szerepel 7-es szamjegy, akkor annak szomszédai csak 3-asok lehetnek. Tehat ezekben
az esetekben més szamjegy nem lehet a szdmban, rdadasul ezek a szamjegyek is biztosan felvaltva
szerepelnek, igy két lehetséges 8-jegyt szam jon szoba: 37373737, illetve 73737373.

Ha nem szerepel a szadmjegyek kozott se 3, se 7, akkor a szamot az 1, 5, 9 szamjegyek alkothatjéik.
Vegyiik észre, hogy akar 1-es, akiar 9-es van valamelyik helyen, akkor annak mindkét szomszédja csak
5-6s lehet. Ugyanakkor az 5-6s mellett egyarant allhat 1 vagy 9. Ezek alapjan a keresett szamok
xdrbrdrd vagy bxbxbrbx alakban irhatok, ahol x helyére mindig egymastol fliggetleniil irhatunk 1-es
vagy 9-es szamjegyet.

Ez mindkét esetben 2-2-2-2 = 16 féle lehetGséget ad, tehat 3-ast nem tartalmazé megfelel szambol
32 darab van.

Osszesen a feladat feltételeit 34 kiilonbozo 8-jegyt szam teljesiti.
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3. Egy nagy tablara az els6 99 pozitiv egész szam van felirva. Bori minden lépésben letorol 3 szamot
és felirja vagy a harom szam 0Osszegét, vagy a harom szam szorzatat. Néhany ilyen 1épés utan csak
paratlan szamok maradtak a tablan. Raadasul sikeriilt ezt a helyzetet tigy elérnie, hogy ennél tobb
paratlan szam nem maradhatott volna. Hany szdm szerepelt ekkor a tablan?

Megoldas. A tablan kezdetben 49 darab paros és 50 darab paratlan szam szerepel. Bori minden
lépésben 2-vel csokkenti a tablara irt szamok darabszamat, hiszen harom szémot helyettesit eggyel.
Igy mindig paratlan darab szam fog a tablan szerepelni.

Ha Bori egy pératlan szamot ir a tablara, biztosak lehetiink benne, hogy legalabb egy paratlan sza-
mot letorolt ehhez, hiszen harom paros szam Gsszege és szorzata is paros. Emiatt a péaratlan szamok
darabszama nem tud névekedni.

Igy ha nincs paros szam a tablan, akkor egyrészt legfeljebb 50 darab paratlan szam allhat ott, masrészt
paratlan darab szam lehet csak a tdblan. Emiatt Bori munkaja végén legfeljebb 49 db paratlan szam
allhatott a tablan.

Bori el is tudja érni, hogy pontosan 49 darab szam alljon a tablan, és semmi mas.

Ennek egy lehetséges modja, ha elkezdi eltiintetni szép sorban a péaros szamokat gy, hogy amig van
legalabb 6t belsliik, addig megfog harmat, és Gsszeadja vagy Osszeszorozza Gket. Igy minden lépésben
2-vel csokkenti a paros szamok szamat.

Igy eljut odaig, hogy pontosan 3 darab paros szam all a tablan. Ekkor letorol ebbdl kettét, és még egy
paratlan szamot, és helyettiik a szorzatukat irja fel, ami egy paros szam. Ekkor 49 darab pératlan és
2 darab péros szam lesz a tablan. A két paros szamot és egy paratlant letorli, és az Osszegiikre cseréli
Gket, ami paratlan. Igy pontosan 49 darab paratlan szam marad a tablan.
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4. Egy haromszoget az alabbi médon beszineztiink fehérre és sziirkére. Mekkora a sziirke rész tertilete,
ha egy racsnégyzet minden oldala 1 egység?

Megoldas. Bettizziink meg pontokat az abran, hogy kénnyebb legyen hivatkozni rajuk, és az altaluk
meghatarozott haromszogekre.

Ci Cy C3 Cyp C

A legkisebb sziirke teriiletet megkaphatjuk tgy, ha az AByCy haromszoghdl elhagyjuk az AB;C)
héromszoget.

Ha az AB,Cy haromszog alapjanak AC,-t tekintjiik, akkor ennek hossza 2 egység. Az ehhez tartozo
(1 B; magassag szintén 2 egység, igy a haromszog teriilete:

a-ma_2-2_
2 2

TaB,cy = 2.

Hasonloan kapjuk, hogy Tap,c, = % = % Vagyis a legkisebb sziirke négyszog (trapéz) teriilete %
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A kozépst sziirke négyszog teriiletét tigy kaphatjuk meg, ha az AB,C,; haromszog teriiletébdl kivonjuk
az. AB3C'3 haromszog teriiletét. A legnagyobb sziirke négyszogét pedig tgy, ha az ABC haromszog
teriiletébdl kivonjuk az AB;Cs haromszog teriiletét.

Igy a sziirke részek teriilete:

2.2 1-1 4-4 3-3 6-6 5-5\ 21
A o2 S22 ) =2 =105
(2 2>+(2 2)+<2 2) p — 100
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5. Egy kocka minden csiicsara rairtunk egy-egy egész szamot az 1,2,...,8 szamok koziil, minden
szamot pontosan egyszer hasznélva.

(a) Kiszamoltuk minden cstcs esetén, hogy mennyi a rajta és az élszomszédain szerepls négy szam
atlaga. Lehetséges-e, hogy ez a nyolc atlag mind egész szam?

(b) Kiszamoltuk minden cstucs esetén, hogy mennyi az élszomszédain szereplé harom szam atlaga.
Lehetséges-e, hogy ez a nyolc atlag mind egész szam?

(Egy cstuicsnak élszomszédja egy maésik csucs, ha van olyan éle a kockdnak, ami ezt a két csticsot koti
Ossze.)

Megoldas.

(a) Igen, lehetséges.

Az alabbi abra mutatja a szdmok egy lehetséges elhelyezését:
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(b) A szamokat nem lehet igy a kocka csicsaiba irni.

Ahhoz az kellene, hogy barmely csiics harom szomszédjara irt szamok 6sszege oszthato legyen
3-mal, hiszen ekkor lesz ennek a harom szamnak az atlaga egész szam.

Tekintsiink egy cstucsot (A), amelynek az egyik élszomszédjara a 3-at irtuk.
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Ekkor az abran B-vel és D-vel jelolt csticsokra egy 3-mal osztva 1, illetve 2 maradékot ad6 szadmot
kell frnunk. Ez azért igaz, mert nem irhatunk 3-mal oszthatot, hiszen az csak a 6 lehetne. Ha
viszont mondjuk a B cstcsra 6-ot irunk, akkor a D cstucsra is 3-mal oszthaté szdmot kellene
irnunk, de azok mar elfogytak.

33—
A 6

D

Szimmetria miatt feltehetjiik, hogy a D cstcsra irtunk 3-mal osztva 1, a B cstucsra 2 maradékot
ado szamot. (A kékkel jelolt szamok a 3-as maradékot jelentik.)

3—F

G

Ahhoz, hogy az F' csticsban az atlag egész legyen, a GG csticsra egy 3-mal osztva 1 maradékot ado
szamot kell irnunk.

Ez viszont azt jelenti, hogy a C' csticsban az atlag nem lehet egész, hiszen a 3 szomszédos csiicsra
irt szam Osszege 3-mal osztva 1-et ad maradékul.
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2. megoldas
A szamokat nem lehet igy a kocka cstcsaiba irni.

Ahhoz az kellene, hogy barmely cstics harom szomszédjara irt szamok Osszege oszthatd legyen
3-mal, hiszen ekkor lesz ennek a harom szamnak az atlaga egész szam.

Az els6 8 pozitiv egész kozott nincsen 4, amelyek azonos maradékot adnak 3-mal osztva. (3-3
szam ad 1 és 2 maradékot, és csak 2 ad 0-t.)

C

Tekintsiik a fenti 4brat. Az el6z6ek miatt a C, F' és H csicsok kozott van olyan, ahova méas 3-as
maradéku szamot irtunk, mint A-ra. Feltehetjiik, hogy ez a cstcs C, hiszen a C', F' és H cstcsok
azonos helyzetiiek A-hoz képest.

C

Tekintsiik most az F és a G cstuicsok szomszédainak az atlagat. Ahhoz, hogy mindkét atlag egész
legyen az kell, hogy az A, F és H, illetve a C, F és H csiicsokra irt szamok Osszege is 3-mal
oszthato legyen. Ez a két 6sszeg majdnem megegyezik, ha az els6ben kicseréljiikk az A cstcsra
irt szamot a C' cstcsra irt szamra, akkor megkapjuk a masodik Osszeget. De ha az els6 Gsszeg
oszthatd volt 3-mal, akkor a mésodik nem lehet az, mert az A-ra irt szdmot egy téle kiilonb6z6
3-as maradéku C' szamra cseréltiik.

A feladatokat Gsszeéllitotta: Juhész Péter, Karolyi Gergely, Nagy Kartal, Szepessy Luca.
Lektoralta: Erben Péter, Steller Gabor.
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