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54. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY

Orszagos donté — 2. nap — 2025. majus 31.
HATODIK OSZTALY

MEGOLDASOK

1. Melyek azok a 100-nal kisebb pozitiv egészek, amelyekre az alabbi 5 allitas koziil pontosan 2 teljestil?
e A szamjegyek Osszege oszthato 5-tel.
e A szamjegyek Osszege oszthato 6-tal.
o A szamjegyek Osszege oszthatd 7-tel.
e A szamjegyek Osszege oszthato 8-cal.

e Pontosan 3 pozitiv egész osztdja van.

Megoldas. Egy 100-néal kisebb pozitiv egész szam vagy egy-, vagy kétjegyt, igy a szamjegyeinek
Osszege legfeljebb 18.
Nem lehet, hogy az elsé négy allitas koziil teljesiil ketts, hiszen ha a szamjegyek Gsszege oszthato lenne:

e 5-tel és 6-tal, akkor 30-cal is. e 5-tel és 7-tel, akkor 35-tel is.
e 5-tel és 8-cal, akkot 40-nel is. e G-tal és 7-tel, akkor 42-vel is.
e G-tal és 8-cal, akkor 24-gyel is. e 7-tel és 8-cal, akkor 56-tal is.

Mivel a 19-nél kisebb pozitiv egészek egyikére sem teljesiil egyik fenti allitas sem, igy az utolséd allitas
biztosan igaz, vagyis a szdmnak pontosan 3 pozitiv osztoja van.

Mivel a szamnak paratlan sok osztdja van, igy ha osztoparok szorzataként irjuk fel, akkor az egyik
parban két ugyanolyan szammnak kell szerepelnie, mert ha nem lenne ilyen, akkor péaros sok osztéja
lenne a szamnak. Vagyis a szam biztosan egy négyzetszam.

A 100-nal kisebb pozitiv egészek kozott az 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64 és a 81 a négyzetszamok. Ezek
koziil a 4, 9, 25 és a 49 rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy pontosan 3 osztdja van.

A 4-re, a 9-re és a 49-re nem teljesiil az elsd négy allitas koziil egyik sem.

A 25-re pontosan egy teljesiil az els6 négy allitas koziil, tehat ez az egyetlen szam, amire igaz, hogy
az Ot allitas koziil pontosan ketts teljesiil ra.
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2. A jobb oldali tablazat minden kis haromszégébe ird be a G, O, R
betiik valamelyikét ugy, hogy a GOROG szdét pontosan

(a) 24-féleképpen
(b) 16-féleképpen

lehessen kiolvasni beléle. Egy kiolvasas soran barhonnan indulha-
tunk, tébbszor is hasznalhatjuk ugyanazt a mezét, de mindig csak

oldalszomszédos mezére 1éphetiink tovabb.
A kiadott lapon probdlkozhatsz, a végsd megolddsodat az (a) és (b) részre pedig az arra kijelolt harom-

szogbe ird be. A teljes pontszam eléréséhez elegendd eqy-eqy helyesen kitéltott abra megaddsa, indoklds
nem sziikséges. Részpontszam jdrhat olyan érdemsi észrevételekért, amelyek segitik a helyes kitoltések
megtaldldsdt.

Megoldas. Egy-egy lehetséges kitoltést mutat az alabbi két abra:

(a) (b)

G

OR O O

G o\ 0\ o
c\O/R\9/R\9/¢ OGOROG(’)

Megjegyzés. Mindkét valtozatra tobbféle kitoltés létezik. Egy adott kitoltésnél a kiolvasasok meg-
szamolasdhoz a kovetkezd gondolatmenet segit. Minden kiolvasas pontosan egy R betiit tartalmaz.
Nézziik meg, hogy egy adott R bettib6l hanyféleképpen lehet egy O betiin keresztiil G betiibe jutni.
Mivel ugyanennyiféleképpen lehet valamely G bettibsl O-n keresztiil az adott R-be jutni, és a 'GOR’
illetve 'ROG’ kiolvasasa egymastol fiiggetlen, igy az adott R betiit hasznalva az elébbi lehetéségek
szaménak négyzete adja a hozza tartozo kiilonbozs kiolvasasok szaméat. Példaul a fenti (a) abréan a
hat darab R barmelyikébdl kétféleképpen juthatunk G-be, tehét 6 - 22 = 24 kiolvasas van, a (b) abran
pedig az egyetlen R-bél négyféleképpen juthatunk G-be, igy a kiolvasasok szam 42 = 16.
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3. Magikus floorballedzést tartanak egy téglalap alaki tornateremben. A jatékosok a tornaterem két
szemkozti oldala mentén helyezkednek el, két parhuzamos sorban. Mindkét sorban 12-12 gyerek &ll, és
az egy sorban 1évs szomszédos jatékosok kozott egyenlSek a tavolsagok (lasd dbra). Mindenkinél van
egy labda, amit a f6ldon guritva atpasszol valamelyik jatékosnak a szemben 1év6 sorba. A labdakat
egyszerre 16vik el tigy, hogy minden labda 2 méasodperc alatt jutna el a masik sorban all6 jatékoshoz.
(Minden labda sebessége allando a passz soran, és minden labda egyenesen halad.) Azonban, ha néhany
labda menet kozben egy helyre ér, akkor 6sszetlitkdznek és magikus modon eltiinnek. Ha néhany labda
egyszerre érkezik meg egy jatékoshoz, akkor azok mar nem tiinnek el.

Legfeljebb hany labda tud igy atjutni az atellenes sorba?

Megoldas. Elgszor mutatunk egy példat, ahogyan 22 labda célba érhet, majd bebizonyitjuk, hogy
ennél tobb nem tud atérni a szemkozti sorba.

Az alabbi dbran lathato, hogy ha minden gyerek a téle kiindulé nyillal jelzett utvonalon passzolja &t
a labdat, akkor csak két labda titkozik Ossze, a tobbi célba ér.

SO

Vizsgaljuk most az el6bbi abran lathato szakaszok felezGpontjait. Ha 23 labda célba érne, akkor ezek
egyike sem 1itkozott, kovetkezésképp a 24. labda sem iitkozik, igy az is atér a szemkozti sorba. Tegyiik
fel, hogy ez lehetséges. Ekkor, mivel minden labda pontosan 2 masodperc alatt érne at a szemkozti
sorba, ezért 1 masodperc elteltével minden labda a jelzett felezGpontok valamelyikében lenne. Sét,
barmelyik gyerek barmelyik masiknak passzolné a labdat, ez ugyantugy igaz lenne. Tehét 1 mésodperc
utan minden labda az alabbi abran lathato 23 darab x-szel jelzett hely valamelyikén tart6zkodna.
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Viszont, mivel csak 23 felez6pont van, igy ha korabban nem torténik iitkozés, akkor 1 mésodperc
elteltével ezen helyek valamelyikén lesz legalabb két labda. Ezek tehat ugyanazon a helyen vannak
egyszerre, igy nem lehetséges, hogy mindegyik labda célba érjen. Vagyis 22-nél tébb labda tényleg
nem keriilhet at megfelel6en a szemkozti sorba.

4. Adamnak van egy kartyapaklija, amelyben minden kartyan egy egyszint szam szerepel. (P1. zold 4-
es, vagy narancssarga 12-es.) Adam kiszamolta néhany esemény esetén, hogy legkevesebb hany kartyat
kell véletlenszertien kihiizni a paklibol ahhoz, hogy biztosan teljesiiljenek:

e legyen két kiilonb6z6 kinézettd lap: 7;

e legyen két kiillonb6z6 szint lap: §;

e legyen két lap, amin kiilonb6z6 szam szerepel: 13;

e legyen két azonos kinézeti lap: 9;

e legyen két azonos szind lap: 6;

e legyen két lap, amin azonos szam szerepel: 3;

e legyen két lap kiilénbo6z6 szdmmal, de azonos szinben: 19;
e legyen két lap azonos szammal, de kiilonbo6z6 szinben: 12.

Legkevesebb hany kartyalap van Adam paklijaban?
Két kdrtya akkor azonos kinézetd, ha rajtuk ugyanaz a szdm ugyanazzal a szinnel szerepel.

Megoldas. Adam 6todik eredménye azt mondja, hogy ha kihtzunk 6t kartyat, eléfordulhat, hogy
mind kiilonb6zd szind, de ha hizunk még egy hatodikat, az ugyanolyan szind lesz, mint valamelyik
korabbi. Azaz a kartydk mindegyike 6tféle szin valamelyike, jelolje ezeket K, Z, S, P, N.

Hasonl6 gondolatmenet szerint Adam hatodik allitasabol az deriil ki, hogy dsszesen kétféle szam fordul
el6 a kartyakon. Tegytik fel, hogy ezek a szamok az 1 és a 2.

Ot szinbdl és kétféle szambol Gsszesen tiz kiilonbozs tipusi kartyat lehetne késziteni. Készitsiink egy
tablazatot, melybe beirjuk, melyik tipusbél hany darab van.
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| IK[Z][S[P[N]
1
2

Adam negyedik eredménye szerint van nyolc, paronként kiilonbozé kinézetd lap a pakliban, de kilenc
mar nincs. Ez azt jelenti, hogy a fenti tablazatban pontosan két helyen szerepel 0.

Adam hetedik eredményébdl az deriil ki, hogy kivalaszthato 18 kartya a paklibol tgy, hogy nincs koztiik
két lap kiilonb6z6 szdmmal, de azonos szinben. Vegyiink egy ilyen kivalasztast. Ez a 18 lap minden
szinbdl csak az egyik fajta szdmot tartalmazza, tehat a tablazatban a nekik megfelels legfeljebb 6t
mezbben szereplé szamok Osszege legalabb 18. (S6t, mivel ez a kivalasztas maximalis, pontosan 6t
mezGt érint, ahol az Osszeg pontosan 18.)

A fennmaradé mezdk koziil legfeljebb kettének lehet az értéke 0, igy tovabbi legalabb harom mez&ben
pozitiv szam szerepel, tehéat a tablazatban a szamok Osszege legalabb 18 + 3 = 21. Igy Adam paklija
legalabb 21 lapos.

Ellenérizhets, hogy az alabbi tablazatnak megfelel6 21 lapos paklira minden feltétel teljestil.

| [K[Z[S|P|N]
1[6]5]1]0]0
21 1]5]1]1

Van 6 azonos kinézet lap (K1), de 7 mar nincs. v/

Van 7 azonos szint lap (K), de 8 mér nincs. v/

Van 12 lap azonos szammal (1), de 13 mér nincs. v/

Van 8 kiilonb6z6 kinézetd lap, de 9 mar nincs. v

Pontosan 5-féle szin és 2-féle szam szerepel a pakliban. v v/

Kivalaszthato 18 lap ugy, hogy nincs koztiik kiilonb6z6 szam azonos szinben, de 19 mar nem: minden
szinbdl a kétféle darabszambol a nagyobbat valasztva (K1, Z1, S2, P2, N2) 18-at kapunk. v/
Kivalaszthato 11 lap gy, hogy nincs koztiik azonos szam kiilonb6z6 szinben, de 12 mar nem: mindkét
szambol a legnagyobb darabszamot valasztva (K1, S2) 11-et kapunk. v/

A feladatokat Gsszeallitotta: Juhasz Péter, Karolyi Gergely, Nagy Kartal, Szepessy Luca.
Lektoralta: Erben Péter, Steller Gabor.

A 201108/03508. sz. projektet a Nemzeti Kulturalis Alap tdmogatja.
Az NTP-TMV-24-0114. sz. projektet a Nemzeti Tehetségprogram és a Kulturalis és Innovaciés Minisztérium tamogatja.

KULTURALIS ES INNOVACIOS kst NEMZETI K.ULTURAL'S
i = TAMOGATASKEZELO

|||||||




