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54. ORSZAGOS TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY

Orszagos donté — 2. nap — 2025. majus 31.
HETEDIK OSZTALY

MEGOLDASOK

1. A jobb oldali tablazat minden kis haromszogébe ird be a G, O,R
bettik valamelyikét gy, hogy a GOROG szt pontosan

(a) 24-féleképpen
(b) 16-féleképpen

lehessen kiolvasni beléle. Egy kiolvasas soran barhonnan indulha-
tunk, tobbszor is hasznalhatjuk ugyanazt a mezét, de mindig csak

oldalszomszédos mezdére 1éphetiink tovabb.
A kiadott lapon probdlkozhatsz, a végsd megolddsodat az (a) €s (b) részre pedig az arra kijelolt harom-

szogbe ird be. A teljes pontszdm eléréséhez elegendd eqy-eqy helyesen kitoltott abra megaddsa, indoklds
nem sziikséges. Részpontszam jdarhat olyan érdemi észrevételekért, amelyek segitik a helyes kitoltések
megtaldldsdt.

Megoldas. Egy-egy lehetséges kitoltést mutat az alabbi két abra:

(a) (b)

G O
ROR O O
R\O/c\O/r o\ 0\ o

c\O/r\9/R\9/¢ OGOROGO

Megjegyzés. Mindkét valtozatra tobbféle kitoltés létezik. Egy adott kitoltésnél a kiolvasasok meg-
szamolasahoz a kovetkezs gondolatmenet segit. Minden kiolvasas pontosan egy R betiit tartalmaz.
Nézziik meg, hogy egy adott R bettibsl hanyféleképpen lehet egy O betiin keresztiil G betiibe jutni.
Mivel ugyanennyiféleképpen lehet valamely G betiibsl O-n keresztiil az adott R-be jutni, és a 'GOR’
illetve 'ROG’ kiolvasasa egymastol fiiggetlen, igy az adott R betiit hasznalva az elébbi lehetGségek
szamanak négyzete adja a hozzé tartozo kiilonbozs kiolvasasok szamat. Példaul a fenti (a) abran a
hat darab R barmelyikébdl kétféleképpen juthatunk G-be, tehat 6 - 22 = 24 kiolvasas van, a (b) abran
pedig az egyetlen R-bél négyféleképpen juthatunk G-be, igy a kiolvasasok szam 42 = 16.
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2. Margit harom téablara felirt egy-egy szamot. Ezutéan lépésenként a kovetkez6t teheti: kivalaszt egy
pozitiv paros szamot a harom kozil (ha van ilyen), majd azt ,szétosztja” a mésik két tablara, vagyis
a kivalasztott szam helyére 0-t ir, a masik két tablan szerepls szamot pedig megnoveli a kivalasztott
szam felével. Amikor el6szor el6fordul, hogy egyik tablan sincs pozitiv paros szam, akkor abbahagyja
a jatékot. Mi a lehet6 legkevesebb, illetve lehets legtobb 1épés, amit el tud végezni, ha kezdetben a 0,
0, 64000 szamokat irta fel?

Megoldas. Az els6 két 1épés egyértelmt, hiszen elGszor csak a 64000-et tudja szétosztani, igy lesz
32000, 32000, 0 a tablakon, ezt kovetGen pedig mindegy, hogy melyik tablarol osztja szét a 32000-et,
a megjelend szamok ugyanazok lesznek, mégpedig 48000, 0, 16000.

Vizsgaljuk a tablan szerepls szamokat aszerint, hogy mi a legnagyobb kettGhatvany, amivel oszthatoak.
Valamelyik tablan mindig 0 szerepel, ez minden kettShatvannyal oszthat6. Az is igaz, hogy a masik
két tablan mindig pozitiv lesz a szam, hiszen minden 1épésnél két nemnegativ szamot noveliink.

Az els 1épés utan a két pozitiv szam osztoi koziil a legnagyobb kettShatvany a 28. Amikor vessziik
egy olyan szam felét, aminek a legnagyobb kettShatvany osztoja 28, akkor az biztos, hogy nem lesz
oszthato 28-nal, ugyanakkor biztosan oszthaté 27-nel. Ezt hozzdadva egy 28-nal oszthat6 szdmhoz, nem
kaphatunk 28-nal oszthatot, &m mindenképpen 27 tobbszorosét kapjuk. Tehat a masodik 1épés utén a
0-n kiviil két olyan pozitiv szam szerepel, amelyeknek a legnagyobb kettShatvany osztéja 27-nel.
Hasonléan végiggondolhatjuk, hogy ha barmelyiket is valasztjuk ezek koziil szétosztéasra, akkor annak
a felének a legnagyobb kettShatvany osztoja 29, és ezt hozzdadva a masik két szdmhoz, olyan szamokat
kapunk, amelyeknek 2° a legnagyobb kettShatvany osztoja.

Ugyanez altalanosan is elmondhaté: ha a két pozitiv szam oszthatoé 2F-nal, de nem oszthaté 2¥+!-nel,
akkor a fele csak 2 '-nel lesz oszthatd, s mivel a masik két szam is oszthatoé volt 2¥-nal, ezért az
osszeadas utdn 28 ~1-nel oszthato, de 2¥-nal mar nem oszthatd szamokat fogunk kapni.

Mindezek alapjan megéallapithaté, hogy a tabldkon szereplé pozitiv szamok legnagyobb kettéhatvany
oszt6i minden 1épés utan egymassal megegyeznek, ugyanakkor eggyel kisebb kitev§ji hatvanyok, mint
az el6z6 lépés utan. Ha az els6 1épés utan 28 volt a legnagyobb kettShatvany oszto, akkor a nyolcadik
lépés utan még mindkét pozitiv szédm paros, am a kilencedik 1épés utan méar mindketts paratlan lesz,
tehat barhogy is valasztja ki Margit, hogy mikor melyik tablan levé szamot osztja szét, mindenképpen
9 lépést tud végrehajtani.

3. Samu és Hédi segitenek az anyukajuknak levest f6zni. A levesbe virsli is keriil, amit 6k szeletelnek
karikakra. Samu minden virslit ugyanannyi karikara vag, Hédi azonban nem ennyire preciz. Viszont
6 gyorsabb, igy Osszesen négyszer annyi virslit karikéz fel, ehhez tizszer annyi vagéast ejt, de csak
kilencszer annyi karika keriil ki a kezei koziil. Hany karikara vag Samu egy virslit?

Megoldas. Egy virsli szeletelésénél mindig eggyel tobb karika lesz, mint ahany vagést ejtiink rajta.
Jelolje k, hogy hany vagast ejt Samu egy-egy virslin, valamint a, hogy hany virslit szeletel Samu. Mivel
minden virslibél k + 1 karikat csindl, ezért Osszesen a - k vagassal a - (k + 1) karika keriil ki a kezei
kozil.

A feladat szovege alapjan Hédi 4 - a virslit karikaz, 10 - a - k vagast ejt, és 9-a - (k + 1) karikat kap.
Ugyanakkor a kapott karikdk szama tugy is meghatarozhato, hogy a vagasok szamahoz hozzaadjuk az
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altala szeletelt virslik szamat, mivel minden virslib6l eggyel tobb karika lesz, mint ahany vagas esett
rajta. Felirhato tehat, hogy:
9-a-(k+1)=10-a-k+4-a

A pozitiv a szammal minden tagot eloszthatunk.

9-(k+1)=10-k+4
9% +9 =10k +4
5=k

Tehéat Samu 6t vagést ejt minden virslin, vagyis egy virslit hat karikara vag fel.

4. Ingrid néhany racspontot pirosra szinezett a sikon. Azt vette észre, hogy nincs olyan szakasz,
amelynek mindkét végpontja piros, és a szakaszon a végpontokon kiviil legalabb 3 racspont (nem
feltétleniil piros) van. Legfeljebb hany pontot szinezhetett pirosra Ingrid?

Rdcspont alatt a sik azon pontjait értjik, melyeknek eqy rogzitett derékszégi koordindtarendszerben
mindkét koordindtdja egész szdm.

Megoldas. 16 pontot meg lehet adni a feltételeknek megfelelGen:

Belatjuk, hogy 17 racspont esetén mindig van legalabb kettd tgy, hogy az &altaluk meghatarozott
szakaszon legaldbb 3 réacspont van a két végponton kiviil.

Tekintsiik a pontok koordinéatait 4-es maradék szerint. Mivel mindkét koordinéta 4-es maradéka 4-féle
lehet, igy a két koordinatat egyiitt tekintve 16-féle lehet egy pont a 4-es maradékok szerint.

Ha tehat 17 pontot vesziink, akkor a skatulyaelv alapjan biztosan van legalabb két olyan pont, amelyek
4-es maradék szempontjabol megegyeznek.

Tekintsilink két ilyen pontot. Azt allitjuk, hogy két ilyen pont &ltal meghatarozott szakasz belsejében
van még legaldbb 3 récspont.

Legyen az egyik pont P(a;b). Ekkor a méasik pontot felirhatjuk @(a + 4m;b+ 4n) alakban, hiszen ha
egyforma a megfelel6 koordinatédk 4-es maradéka, akkor az azt jelenti, hogy a kiilénbségiik oszthato
4-gyel.
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Ez viszont azt is jelenti, hogy az Aj(a + m;b+ n), As(a + 2m;b + 2n) és Az(a + 3m; b+ 3n) pontok
racspontok, hiszen minden koordinatajuk egész. Raadéasul ezek mind a P(Q) szakasz belséjében vannak.
Az alabbi abra szemlélteti is ezt abban az esetben, ha m =2 és n = —1.

P(a;b)

Ai(a+m;b+n)

As(a+ 2m; b+ 2n)

As(a+3m;b+ 3n)

Q(a+ 4m;b+ 4n)

A feladatokat Gsszeallitotta: Juhasz Péter, Karolyi Gergely, Nagy Kartal, Szepessy Luca.
Lektoralta: Erben Péter, Steller Gabor.
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