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NYOLCADIK OSZTALY

MEGOLDASOK

1. Varazsmanonak 8 egyenese van. Ezek koziil néhanyat lerakott a sikra gy, hogy a lerakott egyenesek
metszéspontjainak szama pontosan 7 lett. Hany egyenest tehetett a sikra Vardzsmano?

A lehetséges értékekhez készits egy-egy megfelel§ dbrat! Ami nem lehetséges, azt indokold, hogy miért
nem!

Megoldas. Legalabb 5 egyenest kell hasznalnia Vardazsmanoénak. Ha legfeljebb 4 egyenest hasznél,

akkor azoknak legfeljebb 6 metszéspontjuk lehet, hiszen ha barmely két egyenesnek van metszéspontja,
akkor az % = 6 metszéspont.

Az alabbi abrak mutatjak, hogy az 5, 6, 7, 8 mind lehetséges esetek.
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2. Egy 200000-nél kisebb kobszédmot elosztottam egy négyzetszammal, igy 12-t kaptam. Mi lehetett a
kobszam?

Kobszdmnak nevezziik azt a szamot, amely eqy egész szdm harmadik hatvdnya.

Példdul 4 - 4 - 4 = 64 kébszam.

Megoldas. Meggondolhatd, hogy egy kdbszam primtényezés felbontédsdban minden primtényezének
a kitevGje harommal oszthaté. Ha egy szamot egy osztojaval elosztunk, akkor a végeredményt agy
is megkaphatjuk, hogy a primtényezds felbontasdban minden primtényezének a kitev@jét annyival
csokkentjiik, amennyi az osztoban az adott primtényezdének a kitevGje. Mivel jelen esetben egy négy-
zetszammal osztunk, igy ez éppen azt jelenti, hogy a kitevGket paros szammal csokkentettiik (hiszen
minden négyzetszamban az Osszes primtényezd kitevje paros).

Eredményiil 12-t kaptunk, ennek primtényezés alakja 22 - 3!. Tehat a 2-t és az l-et is meg kellett
kapnunk gy, hogy egy harommal oszthat6 szamot paros szammal csékkentettiink. Ezen kiviil lehetett
volna az eredeti szamnak a 2-t61 és 3-t6l kiilonb6z6 primtényezdje is, azonban ennek a kitev§je legaldbb
6 kellett volna, hogy legyen, hiszen ez is harommal oszthato, de paros szammal csdkkentve lenne 0.
A lehetd legkisebb kiindul6 szém az el6zéek alapjan a 20 - 33 = 1728. Méas megfelels szamot agy
kaphatunk, ha egy egész szam hatodik hatvanyéval szorozzuk ezt, ezek koziil a legkisebb az 1728 -2¢ =
110592, ami még jo, am becslésekkel megkaphato, hogy minden mas kobszam mar til nagy lesz, hiszen
mar a 3%-nal val6 szorzas is ttl nagy eredményre vezet (1728-35 > 1000-33-3% > 1000-20-20 = 400000).
Tehat a keresett kobszam lehetett 1728 vagy 110592.

3. Egy négyzetben felvettiink egy P pontot, majd ezt
Osszekotottiik a négy oldalfelezs ponttal. Igy négy
olyan konvex négyszoget kaptunk, amelyek teriilete

cm?-ben mérve rendre 67, 110, 95 ¢s z. (Ld. &bra.)
Hany cm a négyzet oldala?

Megoldas. Ha a P pontot Osszekotjik a négyzet négy cstucsaval, akkor mind a négy kis négyszog
két haromszogre bomlik. Minden ilyen hdromszognek van egy 7-hosszt oldala, ahol n jeloli a négyzet
oldalhosszat. Ezen haromszogek segitségével tudjuk megvizsgalni a négyszogek teriiletét.

Vegyiik észre, hogy a 67, illetve a 95 cm? teriiletii i
négyszogek négy olyan haromszoéghdl allnak 6ssze, !
melyek koziil kettG a négyzet vizszintes oldalaira il- :
leszkedik, és a vizszintes oldalhoz tartozé magassa- E
gaik n-re egészitik ki egymast, kett pedig a négy- '

zet fliggbleges oldalaira illeszkedik, és a fliggdleges a8 00
oldalaikhoz tartozé magassagaik szintén n-re egé-
szitik ki egymaést.
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Tehat a teriileteik egyiittvéve:

3 9o
2 2

Ebbél kovetkezSen a négyzet teriilete 2 - (67 + 95) = 324 cm?, oldaldnak hossza pedig v/324 = 18 cm.

(Az is kideriilt ezaltal, hogy = = 52.)

67 + 95 =

4. Egy kiilonbo6z8 pozitiv egészeket tartalmazo, nem iires H halmaz elemeit két egyenls elemszamu
csoportba lehet osztani gy, hogy a két csoportban 1évé szamok Osszege is egyenld, és a két csoportban
léve szamok szorzata is egyenld.

Legkevesebb hény eleme lehet a H halmaznak?

Megoldas. Legkevesebb 6 eleme lehet H-nak.
El6szor megmutatjuk, hogy ez lehetséges, két példan keresztiil:

e H=1{1,2,3,9,10,15}. A felbontas pedig: A = {1,9,10} és B = {2,3,15}. Mindkét halmazban
az elemek Osszege 20, a szorzata pedig 90.

o H=1{1,2,3,812,16}. A felbontés pedig: A = {1,8,12} és B = {2,3,16}. Mindkét halmazban
az elemek Osszege 21, a szorzata pedig 96.

H nyilvan nem lehet 2-elemi.

H nem lehet 4-elemd sem. Tegyiik fel, hogy H = {a,b,c,d} és az A = {a,b} és B = {c,d} felbontés
megfelel§. Ekkor legyen N = a+ b = ¢+ d. Vagyis tudjuk, hogy b = N —a és d = N — c. Felhasznalva,
hogy a két halmaz elemeinek a szorzata egyenld, kapjuk, hogy

a(N —a)=c(N —¢)

aN —a*> = cN — 2

(a—c)N=a>—-c*=(a+c)(a—rc)
N=a+c

Az utols6 lépésben leoszthatunk a — c-vel, hiszen a # ¢, igy a—c # 0. De az nem lehet, hogy N = a+c,
hiszen N = a + b miatt ez azt jelentené, hogy b = ¢, ami nem megengedett.
Mivel H elemszama paros, igy legkevesebb 6 eleme lehet, amire mutattunk is példat.

2. megoldas. H nyilvan nem lehet 2-elemti. Megmutatjuk, hogy 4-elemii sem lehet.

Tegyiik fel, hogy H = {a;b;¢;d}, ahol a < b < ¢ < d. Ekkor két azonos kéttagu Osszeget csak ugy
kaphatunk H elemeibdl, ha a+d = b+c. Legyen k = b—a = d—c > 0. Az ad szorzatnal a bd = (a+k)d
szorzat kd-vel nagyobb, a bd szorzatnél az bec = b(d — k) szorzat viszont kb-vel kisebb. Mivel b < d,
fgy kb < kd, tehat bc nagyobb ad-nél (méghozza (kd — kb)-vel). Igy egy 4-elemii H halmaznak nem
létezhet j6 felosztésa.

6-elemd A halmazra az 1. megoldas mutat példat.
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5. Leila egy 6 x 6-os tablazat mezd6it tolti ki szamokkal a kévetkezé modon: tetszélegesen valaszt egy
iires mezdt és beirja oda a legkisebb pozitiv egész szamot, ami még nem szerepel sem az adott mezé
soraban, sem az oszlopaban.

Melyik a legnagyobb szam, amely bekeriilhet igy a tablazatba?

Megoldas. Vizsgaljuk meg Leila egy tetszdleges kitoltését. Minden sorban és minden oszlopban egy
szam legfeljebb egyszer szerepelhet, igy minden szdm ugyananyi sorban és oszlopban fog szerepelni.
Ebbdl kovetkezik, hogy ha valamelyik sorban nem lenne 1-es, akkor lenne egy oszlop, ahol szintén
nincs 1-es, viszont akkor ennek a sornak és oszlopnak a keresztez6désébe 1-esnek kellett volna keriilnie.
Vagyis minden sorban és oszlopban lesz 1-es.

Barmely mez6 soraban és oszlopaban a kitoltéskor dsszesen legfeljebb 10 kiilonb6z6 szam van, igy Leila
11-nél nagyobb szamot biztosan nem ir be. Ha valahova 11-est irna, akkor a soraban és oszlopaban
egylittvéve 1-t6l 10-ig minden szamnak szerepelnie kéne a fennmaradoé tiz helyen. Ekkor azonban vagy
a sordban, vagy az oszlopaban nem lenne 1-es szamjegy, ami lehetetlen.

A szbba jové legnagyobb szam igy a 10. Leila el tudja érni, hogy szerepeljen a 10-es szam a tablazata-
ban, példaul az alabbi abran lathato kitoltéssel. Ezt tgy hozza létre, hogy elGszor beirja az 1-eseket,
aztan a 2-eseket, és igy tovabb, névekvs sorrendben haladva a szamokon.
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A feladatokat Gsszeallitotta: Juhasz Péter, Karolyi Gergely, Nagy Kartal, Szepessy Luca.
Lektoralta: Erben Péter, Steller Gabor.
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